LI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

25 lutego 2000 r. (pierwszy dzien zawodéw)

Zadanie 1. Rozstrzygnad, czy kazda liczbe wymierng dodatnig mozna przedsta-
wi¢ w postaci
a2 +b3
gdzie a, b, ¢, d sa liczbami calkowitymi dodatnimi.
Rozwigzanie
Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich p, ¢ zachodza nastepujace row-
nosci:
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Zatem kazda liczbe wymierng dodatnig mozna przedstawi¢ w zadanej postaci.

Zadanie 2. Dwusieczna kata BAC trojkata ABC przecina okrag opisany na tym
trojkacie w punkcie D réznym od A. Punkty K i L sa rzutami pro-
stokatnymi odpowiednio punktéw B i C' na prosta AD. Dowiedé, ze

AD>BK+CL.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez o okrag opisany na trojkacie ABC. 7 réwnosci katdéw
BAD i DAC wynika, ze dlugosci tukéw BD i DC okregu o sa réwne (dlugosé
tuku XY jest mierzona od punktu X do punktu Y w kierunku przeciwnym
do ruchu wskazéwek zegara).




Niech F bedzie punktem symetrycznym do punktu D wzgledem symetral-
nej boku AB, za$ niech N bedzie rzutem prostokatnym punktu E na prosta
AD (rys. 11 2). Wéwezas AD = BE. Ponadto dlugosci tukéw DC i EA sa
rowne, co oznacza, ze FN =CL.

Punkty B i E leza po dwéch réznych stronach prostej AD. Zatem dlugosé
odcinka BE jest nie mniejsza niz suma odlegltoéci punktow B i E od prostej
AD. Innymi stowy BE> BK+ EN, czyli AD>BK+CL.

Zadanie 3. Na polach szachownicy n x n rozmieszczono n? réznych liczb catkowi-

tych, po jednej na kazdym polu. W kazdej kolumnie pole z najwicksza
liczba pomalowano na czerwono. Zbior n pél szachownicy nazwiemy
dopuszczalnym, jezeli zadne dwa z tych pol nie znajduja sie w tym sa-
mym wierszu, ani w tej samej kolumnie. Sposréd wszystkich zbioréw
dopuszczalnych wybrano zbiér, dla ktérego suma liczb umieszczonych
na jego polach jest najwigksza.

Wykazaé, ze w tak wybranym zbiorze jest czerwone pole.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowdd nie wprost.

Zalézmy, ze w wybranym zbiorze dopuszczalnym (oznaczmy go przez A)
nie ma czerwonego pola.

Zdefiniujemy ciag pél Dq,FEq,D9,FE5,... danej szachownicy wedlug nizej
opisanej reguly. (Dla n =8 proces wyboru p6l Dy, E1, Do, Es,... jest przedsta-
wiony na rysunkach 1 i 2. Pola czerwone sg zacieniowane, za$ pola ze zbioru
A sa oznaczone kétkiem.)

Pole D; jest dowolnym polem ze zbioru A. Niech E; bedzie polem czer-
wonym lezacym w tej samej kolumnie, co D;.

Nastepnie rozwazamy to pole Do ze zbioru A, ktére lezy w tym samym
wierszu, co Fq. Przez Fs oznaczamy pole czerwone lezace w tej samej kolum-
nie, co Dy. Postepowanie to kontynuujemy. (Ogélnie: pole czerwone FE; lezy
w tej samej kolumnie, co D;, natomiast pole D;;1 jest polem ze zbioru A
lezacym w tym samym wierszu, co Ej.)
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W ten sposéb otrzymujemy ciag pél Dy, F1,Ds,Fo,Ds, ..., w ktorym kazde
pole jednoznacznie wyznacza pole nastepne. Poniewaz pdl czerwonych jest



skonczenie wiele, wiec znajdziemy takie liczby catkowite dodatnie 7, ¢, dla
ktérych E; = By oraz E; # E; s dla s=1,2,...,t—1. (W naszym przyktadzie
przedstawionym na rysunkach 11i 2, Fy = Es5, a wiec i =2, t=3.)

Usuwamy ze zbioru A pola D;i1,D;49,...,D;+; zastepujac je odpowiednio
polami Fji1,E;to,...,Fiys (rys. 3). Otrzymany w ten sposob zbior oznaczmy
przez B.

7 okreslenia ciggu Dq,FEq,D2,FE5,Ds,... wynika, ze pola

Diy1, Diyo, -y Digy
znajduja sie odpowiednio w tych samych kolumnach, co pola
Eir1, Eiyo, ..., Eigy
oraz odpowiednio w tych samych wierszach, co pola
Ei=Fiy, Eit1, Eiyo, ..., By 1.
Zatem zbiér B jest dopuszczalny. Ponadto liczby, ktore zostaly napisane na
polach F;i1,F;io,....E;1; sa wieksze odpowiednio od liczb napisanych na
polach D;11,D;9,...,D;++. Wynika stad, ze suma liczb napisanych na polach
zbioru B jest wieksza od sumy liczb napisanych na polach zbioru A. To
jednak przeczy zalozeniu, ze A ma najwieksza sume liczb spoérod wszystkich
zbioréw dopuszczalnych.
(up, jur)
* * *
Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje

mozna znalezé w internecie pod adresem:
www.impan.gov.pl/~olimp/
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Zadanie 4. Punkt I jest Srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, w ktérym
AB=# AC. Proste BI i C1I przecinaja boki AC' i AB odpowiednio
w punktach D i E. Wyznaczy¢ wszystkie miary kata BAC, dla kté-
rych moze zachodzi¢ réwnoé¢ DI = E1.
Rozwigzanie
Wykazemy, ze jedyng wartodcig przyjmowang przez kat BAC jest 60°.
Na mocy twierdzenia sinusow zastosowanego do trojkatéw ADI i AET
otrzymujemy sing AEI =sin{ADI. Stad
JAEI=4ADI  lub  JAEI+<JADI=180°.

Przypuéémy najpierw, ze zachodzi réwnoéé SAET = LADI (rys. 1). Wte-
dy réwniez SAIE =S AID, co oznacza, ze tréjkaty AEI oraz ADI sa przy-
stajace (cecha kqt-bok-kqt). Zatem AD = AE. To dowodzi, ze przystajace sa
takze tréjkaty ADB i AEC (cecha kqt-bok-kqt). Stad uzyskujemy réwnosé
AB = AC, co przeczy zatozeniom poczynionym w treéci zadania.

B C B C
rys. 1 rys. 2

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktorym <SAEI+<SADI =180°

(rys. 2). Wtedy punkty A, E, I, D leza na jednym okregu. Zatem
$BAC =<4DIC =4IBC+<ICB=3JABC+39¥BCA.
Stad otrzymujemy
180° = ¥ BAC+YABC +<4BCA=9YBAC +24BAC =39BAC,

czyli <SBAC =60°.

Do zakonczenia rozwigzania pozostato wykazaé, ze istnieje tréjkat ABC),
w ktérym AB # AC, $BAC =60° oraz DI = EI. Wykazemy wiecej: w kaz-
dym trojkacie ABC o kacie BAC réwnym 60° zachodzi réwnosé DI = E1.



Jezeli BAC =60°, to
IDIC=34ABC+i4BCA=90° - 14BAC=60°=4BAC.
Na czworokacie AEID mozna wiec opisa¢ okrag. Poniewaz Al jest dwusiecz-
na kata FAD, wiec DI = FE1.

Zadanie 5. Niech N oznacza zbidr liczb catkowitych dodatnich. Rozstrzygnaé, czy
istnieje taka funkcja f: N— N, ze dla kazdego n € N zachodzi réwnosé

f(f(n))=2n.

Rozwigzanie

Taka funkcja istnieje. Oto przyktad.

Niech A bedzie zbiorem tych liczb calkowitych dodatnich, w ktérych
rozkladzie na czynniki pierwsze ,tréjka” wystepuje nieparzysta liczbe razy.
Funkcje f definiujemy wzorem:

{ %n dla neA,
f(n)=
6n dla neN\A.
Wéwezas, jesli n € A, to f(n) e N\ A, skad
f(f(n)=f(3n)=2n dla neA.
Podobnie, jezeli n € N\ A, to f(n) € A, co daje
f(f(n))=f(6n)=2n dla neN\A.

Zadanie 6. Wielomian w(x) stopnia drugiego o wspélezynnikach catkowitych
przyjmuje dla catkowitych x wartosci bedace kwadratami liczb cat-
kowitych. Dowiesé, ze wielomian w(x) jest kwadratem pewnego wie-
lomianu.

Rozwigzanie

Niech w(r)=ax?+bx+c. WprowadZzmy oznacznie: k, =+/w(n) dla do-
wolnej liczby catkowitej dodatniej n. Wéwczas k,, moze by¢ zerem dla co
najwyzej dwoch wartosci n. Dla pozostatych n mamy
ki —ki (2n+1)a+b

Ft1 ke fa(nt1)2+b(n+1) +c + y/an? +bn+c
Dzielac licznik i mianownik otrzymanego utamka przez n i przechodzac z n do
nieskonczono$ci widzimy, ze ciag (k,+1 — ky,) jest zbiezny i jego granica wynosi
V/a. Poniewaz wyrazy ciagu (kn4+1 —ky) sa catkowite, wiec granica tego ciagu,
liczba \/a, jest tez calkowita. Ponadto istnieje taka liczba naturalna m, ze

kzn—l—l - kn =

(1) kni1—kn=+a dla n>m.
Niech d = ky, — m+/a. Ze zwiazku (1) wynika, ze
(2) kn=nva+d dla n>m.

Przyjmijmy: p(x) = (xy/a+d)?. Na mocy definicji liczb k, oraz réwnoéci (2)
uzyskujemy réwnos$é p(n) =w(n) dla n > m. To oznacza, ze p(x) = w(z), skad
w(x) = (:t\/a—l—d)2 i

(wp, jur)



