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Zadanie 1.  Dana jest liczba calkowita n > 2.
Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan (z1,2a,...,2,) ukladu réwnan
To+ .Z‘% =4z
T3+ .Z‘% =4z,
T4+ m% =4z3
Tp+r2 | =43,
T+ 22 =4,
w liczbach rzeczywistych nieujemnych.
Rozwigzanie
Odpowiedz: 2™.
7 pierwszego réwnania otrzymujemy
x1(x1 —4) ::U% —4x1=—19 <0,

skad wynika, ze x; < 4. Istnieje wiec dokladnie jedna liczba « € (0,7/2), spel-
niajaca zalezno$é¢ x; =4sin’a.
Woéwezas xo=x1(4—x1) = 4sin®a-4cos?a = 4sin?2a. Rozumujac analo-

gicznie dostajemy
zp=4sin?(2"1a)  (k=34,...,n)

oraz x1=4sin?(2"a).

Liczba rozwigzan danego ukladu rownan w liczbach nieujemnych jest wiec
réwna liczbie rozwigzan réwnania

sin?a = sin? (2" )
w liczbach rzeczywistych « € (0,7/2). Poniewaz réwnos$¢ sinf3 = +sinvy za-
chodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ktéras z liczb G+, §—~ jest caltkowita
wielokrotnoscia 7, wiec jedna z liczb (2"+1)a, (2"—1)a musi by¢ catkowita
wielokrotnoscia 7. Stad wynika, ze « jest jedng z liczb:
km Ui
Toong1’ o 2n—1’

Poniewaz najwiekszy wspolny dzielnik liczb 2" +1 1 2" —1 jest rowny 1, wiec
wyzej wypisane mozliwe wartosci o sa rézne. Zatem istnieje dokladnie 2"
ciagéw liczb nieujemnych (x1,x2,...,2,) spelniajacych dany uklad réwnan.

gdzie k€{1,2,....2"71}, re{1,2,....2" "1 -1},



Zadanie 2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC. Punkt P lezy wewnatrz
tréjkata ABC, przy czym ¥ PAB =< PBC. Punkt M jest érodkiem
boku AB. Dowiesé, ze

JAPM +<BPC =180°.
Rozwigzanie
Zal6zmy najpierw, ze punkt P lezy wewnatrz tréjkata AMC lub na od-
cinku MC.
Niech @ # C bedzie punktem przeciecia okregu opisanego na tréjkacie
BCP z prosta CM (rys. 1i 2). Poniewaz $PAM =<4 PBC =<4PQC, wiec
punkty A, P, M, Q leza na jednym okregu. Ponadto

(1) IBPC =¥BQC = YAQC.

rys. 1 rys. 2

Jezeli punkt @ znajduje si¢ na zewnatrz tréjkata ABC (rys. 1)lub na odcinku
AB, to na mocy zaleznosci (1) otrzymujemy

JAPM +<BPC =YAPM +YAQC =180°.
Jezeli natomiast punkt @ znajduje sie wewnatrz tréjkata ABC (rys. 2), to
korzystajac raz jeszcze z réwnosci (1) uzyskujemy
SAPM +<4BPC =JAQM +<AQC =180°.
Zaltézmy teraz, ze punkt P znajduje sie wewnatrz trojkata BCM. Po-

niewaz Y PBA= 4 PAC, wiec przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do
powyzszego otrzymujemy réwnoéé L BPM + < APC =180°. Stad

JAPM +<$BPC =180°,

co konczy rozwigzanie zadania.

(wp, jwr)
* * *
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Zadanie 4. W ostrostupie prawidlowym o wierzchotku S i podstawie A;As...A,
kazda krawedz boczna tworzy z plaszczyzna podstawy kat 60°. Dla
kazdej liczby naturalnej n >3 rozstrzygnaé, czy mozna wybraé ta-
kie punkty Bs,Bs,...,B, lezace odpowiednio na krawedziach As.S,
A3S,...,A,S, ze

A1Boy+ BsBs+BsBs+...+ B, 1B, + BnAl <2A:S.

Rozwigzanie
Takie punkty istnieja dla dowolnego n > 3.
Niech O bedzie spodkiem wysokoéci ostrostupa, za$ a miarg kata Sciany
bocznej przy wierzchotku S. Z réwnosci A1 S =2A;0 otrzymujemy
A1As 1 . A1As | . gee 90°

ssin==— =sin

2415 2 24,0 2 n n

90°

90° ~gip 90°
Cos= -~ <sm-= -,

sin§ =
skad
(1) na < 180°.

Rozetnijmy powierzchnie boczng ostrostupa wzdtuz krawedzi A1.5 i rozté6zmy
ja na plaszczyZnie. Otrzymamy wtedy wielokat S’ A} AL... Al A (rys. 1). Na
mocy nieréwnoéci (1), LA} S’ A =na < 180°.

Al ALy

SI

rys. 1
Niech B$,Bj,...,B], beda punktami przecigcia odcinka A} Af odpowiednio
z odcinkami A4S’ ALS’,..., Al S". Na mocy nieréwnodci tréjkata,
A\By+ BB+ BBy +...+ B, B, + B, Al <2415’ .
Punkty Bj,Bj,...,B], wyznaczaja wiec punkty Bsg,DBs,..., B, na krawedziach
ostrostupa spelniajace warunki zadania.



Zadanie 5.  Dla danej liczby naturalnej n > 2 znalezé najmniejszg liczbe k o naste-
pujacej wlasnosci. Z dowolnego k-elementowego zbioru pél szachow-
nicy n X n, mozna wybraé¢ taki niepusty podzbidr, ze liczba pdl tego
podzbioru w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie szachownicy jest
parzysta.

Rozwigzanie

Udowodnimy nastepujace dwa zdania:

1. Z dowolnego zbioru zlozonego z m-+n pdl szachownicy o wymiarach
mxn (m,n>2) mozna wybraé¢ niepusty podzbiér majacy w kazdym wierszu
i w kazdej kolumnie szachownicy parzysta liczbe pol.

2. Istnieje zbior m+n—1 pdl szachownicy o wymiarach m x n, z ktoérego
nie da si¢ wybraé niepustego podzbioru majacego w kazdym wierszu i w kaz-
dej kolumnie szachownicy parzysta liczbe pdl.

Z powyzszych zdan zastosowanych dla m =n wnioskujemy, ze najmniejsza
liczba spelniajaca warunki zadania jest k =2n.

Dowdd zdania 1.

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny wzgledem m+n. Dlam =2, n=2 teza
zdania 1 jest prawdziwa.

Ustalmy dwie liczby naturalne m, n o sumie wiekszej niz 4 i zalézmy, ze
zdanie 1 jest prawdziwe dla dowolnej szachownicy o sumie wymiaréw mniej-
szej niz m—+n. Rozwazmy dowolny zbiér A ztozony z m+n pdl szachownicy
S o wymiarach m x n. Mozliwe sg nastepujace trzy przypadki:

(a) istnieje wiersz lub kolumna szachownicy S nie zawierajaca zadnego
pola ze zbioru A;

(b) istnieje wiersz lub kolumna szachownicy S, w ktorej znajduje sie do-
ktadnie jedno pole ze zbioru A;

(c¢) w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie znajduja sie co najmniej dwa
pola ze zbioru A.

olo o X|o| |o o 0
olo|ti|oO O|X |0 e )
X |0 ; X
rys.ll rys. 2 rys. 3

W przypadku (a) usuwamy z szachownicy S te kolumne (lub wiersz), kté-
ra nie zawiera zadnego pola ze zbioru A. Nastepnie usuwamy ze zbioru A
dowolne pole (na rysunku 1 pola zbioru A oznaczone sa kéteczkami). W ten
sposOb otrzymujemy nowa szachownice, ktéra zawiera pewien zbiér A’ zlo-
zony z m—+n—1 pol i ktérej suma wymiaréw jest réwna m+n—1 (rys. 2).
Stad wynika, ze kazdy z wymiaréw uzyskanej szachownicy jest nie mniejszy



niz 2. Zatem na mocy zalozenia indukcyjnego mozna wybraé¢ ze zbioru A’
niepusty podzbiér majacy w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie parzysta
liczbe pol. Wklejajac z powrotem usunietg kolumne lub usuniety wiersz na
swoje miejsce (rys. 3) otrzymujemy zadany podzbior zbioru A.

Podobnie postepujemy w przypadku (b): znajdujemy najpierw kolumne
(lub wiersz), w ktorej znajduje sie doktadnie jedno pole ze zbioru A, a nastep-
nie usuwamy te kolumne z szachownicy S (rys. 4). W rezultacie otrzymujemy
nowg szachownice, ktéra zawiera pewien zbiér A’ ztozony z m+n —1 pdl i kto-
rej suma wymiaréw jest réwna m+n—1 (rys. 5). Tak jak wyzej, stosujemy
zalozenie indukcyjne, po czym wklejamy z powrotem usunigtg kolumne lub
usuniety wiersz (rys. 6).

ol! X
e) rlo|o e) X |0 o) e)
00X e 0 | X o) o) )
rys. 4 rys. 5 rys. 6

Rozpatrzmy przypadek (c). Niech ki, ka,...,k,, wi,we,...,w,, oznaczaja
odpowiednio liczby pdl zbioru A w poszczegblnych kolumnach i wierszach.
Wéwcezas

(ki+ko+...+kp)+ (w1 +we+ ...+ wp) =2(m+n).

Ponadto k;,w;>2 dla wszystkich i, j. Stad wynika, ze k; =w;=2. Zatem
zbiér A ma w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu doktadnie dwa pola. To
oznacza, ze liczba pdl zbioru A w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie jest
parzysta.

Dowéd indukcyjny, a tym samym dowdd zdania 1, zostal zakonczony.

Dowod zdania 2.

Rozwazmy zbiér A zlozony ze wszystkich m—+n—1 pdl
szachownicy o wymiarach m x n znajdujacych sie w dolnym
wierszu i pierwszej kolumnie (rys. 7). Aby otrzymaé parzy-
sta liczbe pél w kolumnach od drugiej do ostatniej musimy
usunaé ze zbioru A pola, ktére si¢ w tych kolumnach znaj-
duja. Po ich usunieciu widzimy, ze z tego samego powodu
musimy usunaé pozostale pola zbioru A. To konczy dowdd
zdania 2.

O|l0|0|0O]|0O

rys. 7



Zadanie 6.  Stopien wielomianu P(x) o wspétezynnikach rzeczywistych jest nie-
parzysty. Ponadto dla kazdego x
P(z*—1)= (P(z))” 1.
Udowodni¢, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « zachodzi réwnosc¢
P(z)==.

Rozwigzanie
Dla dowolnej liczby rzeczywistej x prawdziwe sa zaleznosci
(P(=2))*=P(z* = 1)+ 1= (P(x))".
Stad wynika, ze dla kazdego x zachodzi jedna z réwnosci: P(—x)= P(z) lub
P(—z)=—P(x).

Przypusémy, ze dla nieskonczenie wielu x zachodzi réwnosé P(—x) = P(x).
Woéwcezas rownosé ta musi byé prawdziwa dla dowolnej liczby rzeczywistej x,
co przeczy zalozeniu, ze stopien wielomianu P jest liczbg nieparzysta.

Zatem dla nieskonczenie wielu z zachodzi réwnoéé P(—x)=—P(x), skad
wynika, ze réwnos¢é ta jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych x.

Dowolng liczbe rzeczywista x > —1 mozemy zapisa¢ w postaci z =12 — 1,
dla pewnej liczby rzeczywistej y. Stad

1) P(2) = Ply* 1) = (P(y))* ~1> 1.
Okreslamy rekurencyjnie ciag (z,) wzorami:

r1=1 oraz x,=+/Tn_1+1 dla n>2.

Udowodnimy indukcyjnie, ze

(2) P(zp)=xz, dla neN.
Z zaleznosci P(—z) = —P(x) otrzymujemy P(0) =0. Kladac =0 do da-
nej w treéci zadania tozsamosci otrzymujemy P(—1)=—1, skad P(1)=1. To

dowodzi réwnosci (2) dla n=1.
Ze zwiazku P(x,—1) =x,—1 wynika, ze

(P(xp))?=P(a2 -1)+1=P(zp 1)+ 1=z, 1 +1=2>.
Poniewaz x,, >1 dla n > 2, wiec nieréwnosé (1) wyklucza prawdziwosé réw-
nosci P(xy,) = —xy,. Zatem P(x,)=xy, co konczy dowdd zaleznosci (2).
Ciag (xy,) jest rosnacy, wiec réownosé P(x)=x zachodzi dla nieskonczenie
wielu z. Z tego za$ wynika, ze P(z)=x dla wszystkich = € R.
(wp, jwr)
ES ES ES
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