LIT OLIMPIADA
MATEMATYCZNA

Do Pani/Pana Dyrektora Szkoty
Do Pani/Pana Profesora Matematyki

Komitet Gtéwny Olimpiady Matematycznej uprzejmie prosi o zapoznanie
uczniéw i nauczycieli zainteresowanych zadaniami Olimpiady z podanymi tu
rozwigzaniami zadan konkursowych stopnia pierwszego LII Olimpiady Ma-
tematycznej.

W dalszej czesci niniejszego druku podajemy teksty zadan z zawodéw mie-
dzynarodowych: XLI Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej i XXIII
Austriacko—Polskich Zawodéw Matematycznych, a takze z XI Zawodow Ma-
tematycznych Panstw Baltyckich (Baltic Way 2000).

Zawody pierwszego stopnia LII Olimpiady Matematycznej sa zakoniczone.
Zawody stopnia drugiego odbeda sie¢ w dniach 23 i 24 lutego 2001 r. Zawody
stopnia trzeciego odbeda sie w dniach 2 i 3 kwietnia 2001 r.

Zawiadomienia o doktadnym terminie i miejscu zawodéw stopnia drugiego
wysla komitety okregowe zakwalifikowanym zawodnikom w terminie do dnia
10 lutego 2001 r.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem:

[www.impan.gov.pl/ olimp/|

Komitet Glowny Olimpiady Matematycznej


http://www.impan.gov.pl/~olimp/

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodéw stopnia pierwszego LII Olimpiady Matematycznej'

Zadanie 1. Rozwiazaé w liczbach caltkowitych réwnanie
22000 4 901999 _ ;1999 | 972000

Rozwigzanie
Dane réwnanie sprowadzamy do postaci f(x)= f(2000), gdzie

F(x) = 22000 _ 71999 _ (5 1);1999
Poniewaz f jest funkcja rosnaca na przedziale (1,00), wiec dane réwnanie
ma w tym przedziale tylko jedno rozwiazanie, ktérym jest x = 2000. Na zbio-
rze (—00,0) funkcja f jest malejaca, wiec istnieje co najwyzej jedna liczba
catkowita ujemna a, dla ktérej f(a)= f(2000). Jednakze
f(=1999) = 2000-1999% < 19992000 = £(2000) = f(a)
oraz
£(=2000) = 2001-2000% > 1999-2000'%° = £(2000) = f(a).
Zatem a € (—2000,—1999), co przeczy temu, ze a jest liczba catkowita.
OdpowiedZ:
Dane rownanie ma jedno rozwigzanie w liczbach catkowitych: & = 2000.

Zadanie 2. Punkty D i E leza odpowiednio na bokach BC i AC tréjkata ABC.
Odcinki AD i BE przecinaja si¢ w punkcie P. Punkty K i L leza
odpowiednio na bokach BC' i AC, przy czym czworokat CLPK jest
rownolegtobokiem. Dowiesé, ze

AE _BD
EL DK’
Rozwigzanie
Poniewaz KD | LP, DP| PA oraz PK || AL, wiec tréjkaty KDP i LPA
sa podobne (rys. 1). Zatem
%:%, czyli AL-DK=PK-PL. .

Analogicznie, korzystajac z podobienstwa trdjkatéow

LEP i KPB dowodzimy, z¢ BK-EL=PL-PK. Na

mocy dwoch ostatnich réwnosci otrzymujemy

. AL BK
Stad
AE+FEL BD+DK . AE BD
= s a wiec —_ = .
EL DK EFL DK

!Opracowali Waldemar Pompe i Jarostaw Wréblewski.



Zadanie 3.  Zmnalez¢ wszystkie takie liczby naturalne n > 2, ze nier6wnosé

n
(1) T1Ta+TaTg+ ...+ X1y < (z3+a3+...+a2)

zachodzi dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich z1,xs,...,2,.
Rozwigzanie
OdpowiedZ: Jedyna liczba spetniajaca warunki zadania jest n = 2.
Dla n =2 dana nieréwnos¢ przyjmuje postaé
179 < %(m% +22), co sprowadza si¢ do 0< 2 (z1 —x9)%.
Zatem liczba n =2 spelnia warunki zadania.

Jesli n > 3, to nieréwnosé (1) nie jest prawdziwa dla dowolnych liczb rze-
czywistych dodatnich. Liczby

(2) r1=3, To=r3=...=%p_1=4, x,=3
stanowiag kontrprzyktad. Istotnie: wstawiajac powyzsze wartosci do nieréw-
nosci (1) uzyskujemy

~1
124164+ 16+...+ 16412 < —=(9+16+16+... + 16+9).
mn

n—3 n—2

Przeksztalcajac réwnowaznie powyzsza nieréwnosé otrzymujemy 3n <7, co
nie jest prawda, gdy n > 3.

Zadanie 4. Rozstrzygnad, czy w szeSciennym pudetku o krawedzi 4 mozna umie-
$ci¢ 65 kul o érednicy 1.
Rozwigzanie

Odpowiedz: Mozna.

Sposéb umieszezenia kul jest nastepujacy.

Na dnie pudetka umieszczamy warstwe ztozong z 16 kul. Nastepnie kia-
dziemy warstwe zlozona z 9 kul, z ktérych kazda jest styczna do czterech kul
pierwszej warstwy (rys. 11 2). Trzecia warstwa sktada sie z 16 kul stycznych
do kul drugiej warstwy (rys. 4 i 5). Podobnie umieszczamy dwie nastepne
warstwy (rys. 6).

) : 1

rys. 1 (widok z géry) rys. 2 (widok z boku) rys. 3

Y.acznie umiesciliSmy wiec 164+9+ 1649+ 16 = 66 kul. Pozostaje obliczy¢,
jak wysoko siega piata warstwa.



rys. 4 (widok z gory) rys. 5 (widok z boku) rys. 6 (widok z boku)

Wybierzmy dowolna kule drugiej warstwy; kula ta jest styczna do czterech
kul pierwszej warstwy. Srodki tych pieciu kul sa wierzcholkami ostrostupa
prawidlowego czworokatnego, ktérego kazda krawedZ ma dlugosé 1 (rys. 3).
Na mocy twierdzenia Pitagorasa wysokos¢ tego ostrostupa wynosi g Stad
wynika, ze najwyzszy punkt, do ktérego siega pigta warstwa, jest odlegly
od ptlaszczyzny podstawy o % —|—4-§ —1—% =1+2v/2< 4. Umieszczone w ten
sposéb 66 kul miedci sie w szeSciennym pudetku o krawedzi 4.

Zadanie 5. Dowieéé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n>2 i dowolnej liczby
pierwszej p liczba n?” +pP jest zlozona.
Rozwigzanie
Jezeli p jest liczba pierwszag nieparzysta, to na mocy tozsamosci
(1) 2Py =(@ry) (@ =P Py aP Py — Py,
w ktoérej ktadziemy z=nP""" i y=p, liczba nP’ 4 pP jest ztozona. (Dla po-
wyzszych wartosci x, y zachodza nieréwnosci 2P +y? >z +y > 1, wiec kazdy
z czynnikéw stojacych po prawej stronie wzoru (1) jest wiekszy od 1).
Natomiast dla p=2 otrzymujemy n*+4= (n?+2n+2)(n?—2n+2). Po-
niewaz n > 2, wiec oba czynniki sa wigksze od 1. Stad wynika, ze dla n> 2
liczba n* +4 jest zlozona.

Zadanie 6.  Liczby calkowite a, b, x, y spelniajg réwnanie

2000
a-+by/2001 = (x +yv/2001 )

Udowodnié¢, ze a > 44b.
Rozwigzanie
Wykazemy najpierw, ze zachodzi nastepujaca rownosé:

(1) a—bv/2001 = (2 —yv/2001 )2000

Istotnie: ze wzoru dwumianowego Newtona otrzymujemy
2000

2000
(w+yv2001)" = 3" (2000) y*2001%/2220%07F = ¢ 4-d/2001,

k
k=0



gdzie liczby catkowite ¢, d sa dane przez:

1000 999
2 c=Y (2000) 2200142200020 Z ( 2000 ) 20+1 90014 £ 1999-2¢

= 20 20+1
Korzystajac z danej w tresci zadania réwnoéci uzyskujemy

(a—¢)+(b—d)v/2001 = 0.

Z niewymiernosci liczby /2001 wynika, ze b=d, co z kolei pociaga za soba
a=c. Zatem na mocy zwiazkéw (2) otrzymujemy

a—bv2001 =c—dv2001 =
2000

2000
_ Z (2000) )E001#/2 52000k _ (x yv/2001 )
co dowodzi r()wnosm (1)

Z zaleznosci (1) wynika, ze a > b\/ 2001. Ponadto
% = (x—i—y\/QOOl) + (2 —yv/2001

Jezeli b < 0, to nieréwnosé¢ podana w tezie zadania jest spetlniona, gdyz a > 0.
Jesli zas b>0, to

) 2000

a>bv2001 > 44b.

Zadanie 7. Dany jest trojkat réwnoramienny ABC o kacie prostym przy wierz-
chotku A. Punkty D i FE leza na przeciwprostokatnej BC, przy czym
IDAE =45°. Okrag opisany na tréjkacie ADE przecina boki AB
i AC odpowiednio w punktach P i Q. Dowie$é, ze BP+CQ = PQ.
Rozwigzanie
Punkty A, P, E, D leza na jednym okregu, wiec $ADE = {BPE (rys. 1).
Ponadto {DAE = 45° = < PBE. Z powyzszych réwnoéci wynika, ze tréjkaty
ADFE i BPFE sg podobne, skad w szczegdlnoéci

c__. A
(1) JAED = YBEP. i
Analogicznie dowodzimy, ze Q ‘
(2) YADE =4CDQ. P
Niech A’, P’, Q' beda odpowiednio punktami sy- T
metrycznymi do A, P, (Q wzgledem prostej BC.
Na mocy réwnosci (1) punkty A, E, P’ sa wspol- ‘
liniowe; z réwnosci (2) wynika, ze punkty A, D, A P . B

rys.

Q' sa wspotliniowe.

Pozostaje wykazaé, ze BP'+CQ' = P'Q’, przy zalozeniu, ze punkty P’
i Q' leza odpowiednio na bokach BA" i C A’ kwadratu ABA’C oraz spelniony
jest warunek 4 P’'AQ’ =45° (rys. 2).



Niech K bedzie punktem symetrycznym do punktu B wzgledem prostej
AP'. Wéwczas

c Q A
(3) AC=AK oraz JAKP =90°. Rk
Ponadto y a
JCAQ =45° —IP'AB = AP
=45° — 4P AK =4KAQ'. ’
Z ostatniej zaleznosci oraz z pierwszej réwnosci (3)
wynika, ze tréjkaty CAQ' i KAQ' sa przystajace 4 2 s

(cecha bok-kqt-bok). rys. 2

Zatem YAKQ' =90°, co w polaczeniu z druga réwnoécia (3) dowodzi,
ze punkty P, K, Q' leza na jednej prostej. Stad BP'+CQ'=KP' + KQ' =
= P'Q’, co nalezalo wykazac.

Zadanie 8.  Rozstrzygnaé, dla jakich par liczb naturalnych m i n pro-
stokat o bokach dlugosci m i n mozna pociaé na czesci
przystajace do figury na rysunku. Kazdy z czterech kwa-
dratéw na rysunku ma bok dtugosci 1.

Rozwigzanie

Odpowied?: Zadany podzial jest mozliwy wtedy i tylko wtedy, gdy m,n > 1
oraz iloczyn mn jest podzielny przez 8.

Zalézmy najpierw, ze udalo nam si¢ pociaé¢ prostokat m xn na czesci
przystajace do danej figury (ktére w dalszej czesci rozwiazania bedziemy
nazywaé klockami). Oczywiscie m,n > 1. Wykazemy, ze 8|mn.

Kazdy klocek sktada si¢ z czterech kwadratow jednostkowych, zatem ilo-
czyn mn (pole prostokata) musi by¢ liczba podzielna przez 4. Stad w szcze-
gbélnosci wynika, ze dlugo$é¢ jednego z bokdéw prostokata m xn jest liczba
parzysta. Przyjmijmy wiec, bez straty ogdlnosci, ze szerokos¢ prostokata, np.
wielko$¢ m, jest parzysta.

Podzielmy dany prostokat na mn kwadratéw jednostkowych (ktére be-
dziemy dalej nazywaé kratkami). Woéwczas prostokat sklada sie z m (a wiec
parzystej liczby) kolumn, z ktérych kazda zawiera n kratek (rys. 1).

rys. 1 rys. 2



Pomalujmy kolumny prostokata na przemian na czarno i bialo (rys. 2).
Kazdy klocek wyciety z tak pomalowanego prostokata zawiera trzy kratki jed-
nego koloru i jedna kratke drugiego koloru. Poniewaz liczba kratek biatych
danego prostokata jest rowna liczbie kratek czarnych, wiec klockéw zawiera-
jacych trzy kratki biate musi by¢ tyle samo, co klockéw zawierajacych trzy
kratki czarne. Liczba klockéw, na ktére sktada sie caly prostokat, jest wiec
parzysta, co oznacza, ze iloczyn mn jest podzielny przez 8.

Zal6zmy teraz, ze m,n > 1 oraz 8|mn. Wykazemy, ze prostokat m xn da
sie pocia¢ na klocki.

Zauwazmy, ze prostokaty 4 x 2 oraz 8 x 3 da sie pocia¢ na klocki (rys. 3, 4).
Zatem wystarczy wykazaé, ze prostokat m xn da sie pocia¢ na prostokaty
4x 2 oraz 8 x 3.

rys. 3 rys. 4

Jedli jedna z liczb m, n jest podzielna przez 4, a druga parzysta, to prosto-
kat m x n da sie pocia¢ na prostokaty 4 x 2 (rys. 5), bez koniecznosci uzywania
prostokatéw 8 x 3.

rys. 5 rys. 6

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktérym jedna z liczb m, n jest
podzielna przez 8 (bez straty ogélnosci przyjmijmy, Ze jest nia m), za$ druga
(czyli n) jest nieparzysta i nie mniejsza niz 3. Prostokat m x n dzielimy wéw-
czas na dwa prostokaty m x (n—3) i m x 3, z ktérych pierwszy dzielimy na
prostokaty 4 x 2, a drugi na prostokaty 8 x 3 (rys. 6). Zatem réwniez i w tym
przypadku zadany podzial jest mozliwy.



Zadanie 9.  Dowie$é, ze wérdéd dowolnych 12 kolejnych liczb catkowitych dodat-
nich istnieje liczba nie bedaca sumg 10 czwartych poteg liczb catko-
witych.

Rozwigzanie

Liczba bedaca czwarta potega liczby catkowitej daje z dzielenia przez 16
reszte 0 lub 1. Istotnie: dla liczb parzystych postaci 2k mamy (2k)* = 16k*,
natomiast dla liczb nieparzystych 2k +1 uzyskujemy

(2k+1)" =16 (k* + 24> + Lk (3k+1)) +1.

(Liczba $k(3k+1) jest calkowita dla dowolnej liczby catkowitej k).

Stad wynika, ze liczba, ktéra jest suma 10 czwartych poteg liczb catkowi-
tych, daje z dzielenia przez 16 jedna z jedenastu reszt: 0,1,2,3,...,10. Wérod
12 kolejnych liczb catkowitych zadne dwie nie daja tej samej reszty z dziele-
nia przez 16. Zatem ktéras z tych 12 liczb nie daje z dzielenia przez 16 reszty
ze zbioru {0,1,2,3,...,10}. Ta liczba nie moze by¢ wiec suma 10 czwartych
poteg liczb catkowitych.

Zadanie 10. Dowiesé, ze wewnatrz dowolnego tréjkata ABC istnieje punkt P o na-
stepujacej wlasnosci:
Kazda prosta przechodzaca przez punkt P dzieli obwdd tréjkata ABC
w takim samym stosunku, w jakim dzieli ona jego pole.
Rozwigzanie

Wykazemy, ze wlasno$é¢ opisana w tresci zadania ma Srodek okregu wpi-
sanego.

Niech ¢ bedzie dowolng prosta prze-
chodzaca przez punkt P bedacy srod-
kiem okregu wpisanego w trojkat ABC
(rys. 1). Bez straty ogdlnosci przyjmij-
my, ze prosta £ przecina boki AC i BC
odpowiednio w punktach D i F. Nalezy
wykazaé, ze
(1) [ABED] _ DA+ AB+ BE

[DEC] EC+CD ~

gdzie [F] jest polem figury F. Oznaczajac przez r promien okregu wpisanego
w tréjkat ABC otrzymujemy
(2) [ABED]=[DAP|+[ABP|+[BEP]|=.DA-r+iAB-r+1BE-r=

=1(DA+AB+BE)-r

B

rys. 1

oraz
(3) [DEC])=[ECP]+[CDP|=1EC-r+1CD-r=3(EC+CD)-r.

Dzielac stronami réwnoéci (2) 1 (3) uzyskujemy réwnosé (1).



Zadanie 11. Uktad liczb catkowitych dodatnich c1,cs,...,c, nazwiemy dopuszczal-
nym, gdy za pomoca wagi szalkowej i dwdch kompletéw odwaznikéw
o ciezarach ci,cs,...,c, mozna zwazy¢ dowolny przedmiot o cieza-
rze bedacym liczba naturalna nie przekraczajaca 2(ci +co+...+¢p).
Dla kazdej liczby n wyznaczy¢ maksymalna sume n liczb tworzacych
uktad dopuszczalny.
Uwaga: Odwazniki mozna klasé na obie szalki wagi.
Rozwigzanie
Niech p1,p2,...,pn Oraz qi,qs,...,q, beda dwoma zestawami odwaznikéw o
ciezarach odpowiednio cy,co,...,c,. Wykazemy najpierw, ze za pomoca tych
dwéch zestawdéw mozemy zwazyé co najwyzej %(5”—1) przedmiotéw, nieza-
leznie od tego, czy liczby c1,ca,...,c, tworzg uktad dopuszczalny, czy nie.
Ustawienie odwaznikow na szalkach wagi nazwiemy optymalnym, jesli dla
kazdego k€ {1,2,...,n} ciezarki py i g nie znajduja sie na dwoch réznych
szalkach wagi.
Aby otrzymaé ustawienie optymalne, dwa odwazniki

Pr 1 g mozemy ustawié¢ na szalkach wagi na 5 sposobéw lewa | prawa
(zob. tabela obok). Zatem liczba wszystkich optymalnych szalka | szalka
ustawien odwaznikéw jest réwna 5. W tej liczbie miesci 0 0
sie jedno ustawienie ,puste”, w ktérym na zadng szalke 1 0
nie kladziemy odwaznikéw. Pozostale ustawienia mozna 2 0
polaczyé w pary symetryczne, w ktérych jedno ustawie- 0 1
nie powstaje z drugiego przez zamiang zawartosci obydwu 0 2

szalek wagi.

Tak wiec liczba niepustych, istotnie réznych optymalnych ustawien odwaz-
nikéw wynosi %(5”—1), €O oznacza, ze mozemy zwazyC co nNajwyzej %(5”—1)
przedmiotéw o réznych cigzarach.

Zatézmy, ze liczby cy,ca,...,c, tworza uklad dopuszczalny. Wéwcezas ma-
sa najciezszego przedmiotu, jaki mozna zwazy¢, wynosi 2(c1+ca+...+¢p).
Poniewaz nie da si¢ zwazy¢ wiecej niz 3(5"—1) przedmiotéw,

(1) 2(c1+ea+...+cy) <3(5"-1).

Wykazemy teraz, ze liczby ¢1 =1, ca=5, c3=52, ..., ¢, =5""1 tworza
uktad dopuszczalny. Dla tych wartosci ¢; zachodzi réwnosé
(2) 2(c1tcot...4+cy)=1(5"-1).
Nalezy wiec udowodnié¢, ze za pomoca dwoch kompletéw odwaznikéw o cie-
zarach 1, 5, 52, ..., 5"~! mozna zwazy¢ kazdy przedmiot o ciezarze bedacym

liczba naturalng nie przekraczajaca % (5"—1). Dowdd tego faktu przeprowa-
dzimy na dwa sposoby.

Sposdéb 1

Indukcja. Dla n=1 mamy dwa odwazniki o ciezarze 1 kazdy i za ich
pomoca mozna zwazy¢ przedmiot o cigzarze 1 lub 2= 3(5!-1).



Zalézmy, ze dysponujemy dwoma zestawami odwaznikéw o ciezarach 1, 5,
52, ..., 5”71 i za ich pomocg umiemy zwazy¢ kazdy przedmiot o ciezarze nie
przekraczajacym %(5”—1). Oto jak zwazy¢ przedmiot p o ciezarze c, gdy:

(a) ce (3(5"—1)+1,5"—1).

Korzystajac z zalozenia indukcyjnego wazymy najpierw przedmiot q o cie-
zarze b" — c ktadac go na prawa szalke wagi. Nastepnie ktadziemy dodatkowy
ciezarek o masie 5" na prawg szalke wagi, zdejmujemy przedmiot ¢ i ktadzie-
my przedmiot p na lewg szalke.

(b) c€ (5"+1,3(3-5"—1)).

Podobnie jak w przypadku (a), wazymy najpierw przedmiot ¢q o ciezarze
c— 5™ kladac go na prawa szalke wagi. Nastepnie kltadziemy dodatkowy cie-
zarek o masie 5" na lewg szalke wagi, zdejmujemy przedmiot ¢ i ktadziemy
przedmiot p na prawq szalke.

(c) ce(3(3:5"—1)+1,2-5"—1).

Wazymy najpierw przedmiot q o ciezarze 2-5" — ¢ ktadac go na prawa szal-
ke wagi. Nastepnie kladziemy dwa cigzarki o masie 5" na prawg szalke wagi,
zdejmujemy przedmiot ¢, po czym ktadziemy przedmiot p na lewg szalke.

(d) c€ (2:5"+1, (5" F1-1)).

Wazymy najpierw przedmiot ¢ o ciezarze c—2-5" kladac go na prawa
szalke wagi. Nastepnie ktadziemy dwa ciezarki o masie 5" na lewq szalke
wagi, zdejmujemy przedmiot ¢, po czym kladziemy przedmiot p na prawg
szalke.

Przedmioty o masach 5" i 2:5" mozna zwazy¢ uzywajac jedynie dwéch
odwaznikéw o masie 5". Dowdd indukcyjny zostal wiec zakonczony.

Sposob 11

Niech ¢ bedzie dowolng liczba naturalna nie przekraczajaca %(5"—1).
Woéwczas liczba c+%(5"—1) jest mniejsza od 5". Liczbe te mozna zatem
zapisa¢ w systemie pigtkowym przy uzyciu co najwyzej n cyfr. Innymi stowy

n—1
c+3(5"-1)=> a;5', gdzie a;€{0,1,2,3,4}.
i=0
Poniewaz §(5"—1)=2(1+5+5%+...+ 5" 1), wiec
n—1
c= Z&?ﬁi, gdzie ¢;€{-2,-1,0,1,2}.
i=0
Powyzsza réwnos¢ oznacza, ze przedmiot o ciezarze ¢ mozna zwazy¢ za po-
moca dwéch kompletéw odwaznikéw o ciezarach 1, 5, 52, ..., 571, co koficzy

dowdd.

Z réwnosci (1) 1 (2) wynika, ze maksymalna suma zbioru n liczb dopusz-
czalnych wynosi $(5"—1).

10



Zadanie 12. Rozpatrujemy ciagi liczb calkowitych zg,x1,...,22000 spelniajace wa-
runki
2x0=0 oraz |z,|=|rn-1+1| dla n=1,2,...,2000.
Znalez¢ najmniejsza warto$é wyrazenia |x1 422+ ...+ Z2000] -
Rozwigzanie
OdpowiedZ: Najmniejsza warto$¢ danego wyrazenia wynosi 12.
Wykazemy indukcyjnie, ze dla dowolnego ciagu (x,,) spelniajacego warun-
ki zadania zachodzi réwnosé

(1) zmo+z1+zo+...+Tn=2(z2+23,—1) (n=0,1,2,3,...,2000).

Dla n =0 obie strony powyzszej réwnosci sa réwne 0. Zalézmy wiec, ze za-
leznosé (1) jest prawdziwa dla pewnego n. Wowczas

To+r1+To+...+Tn+Tpi= %(:c%—f—an—n)ﬂ—an =
= (@ +1)2 = (n+ 1)+ i1 =322, — (n+1)) +@np1 =
= 5 (@Th 1 +2Tn11 — (n+1)),

co konczy dowdd indukeyjny wzoru (1).
Zatem

|21 4+ @2+ ...+ 22000] = 5|25000 + 222000 — 2000] = £ |(z2000 + 1)* — 2001].

Liczba kwadratowa lezaca najblizej liczby 2001 jest 2025 =452. Stad oraz
z powyzszej réwnosci wnioskujemy, ze wyrazenie |21 +x2+ ...+ T2000| nie mo-
ze przyjaé¢ warto$ci mniejszej niz %]2025 —2001] =12.

Pozostaje zauwazy¢, ze warto$é¢ 12 mozna zrealizowaé¢ przyjmujac

n dla n<44;
xp=4 —45 dla n>44, n nieparzyste;
44 dla n>44, n parzyste.

Powyzszy ciag spelnia warunki zadania. Ponadto x9999 =44, co na mocy réw-
nosci (1) daje |z1+xo+...+ o000 = 12.

Zadania z XLI Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej
Taejon (Korea Poludniowa), 19 i 20 lipca 2000 r.

1. Dwa okregi I'1 i I's przecinaja si¢ w punktach M i N. Niech [ bedzie
taka wspdlng prosta stycznag do I'y 1 I'o, ze punkt M znajduje sie blizej
prostej [ niz punkt N. Prosta [ jest styczna do I'y w punkcie A oraz do
I'y w punkcie B. Prosta rownolegta do [ przechodzaca przez M przecina I'q
ponownie w punkcie C' oraz I'y ponownie w punkcie D. Proste CA i DB
przecinaja sie w punkcie E; proste AN i C'D przecinajg sie w punkcie P;
proste BN i C'D przecinaja sie w punkcie Q. Wykazaé, ze EP = EQ.
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2. Niech a, b, ¢ beda takimi liczbami rzeczywistymi dodatnimi, ze abc=1.

Udowodnié, ze
(a_1+1) (b_1+1) (c_1+l) <1,
b c a

3. Niech n > 2 bedzie liczba naturalng. Na danej poziomej prostej znajduje
sie n pchel, nie wszystkie w tym samym punkcie. Dla liczby rzeczywistej
dodatniej A definiujemy ruch nastepujaco:

(i) wybieramy dwie pchly, w punktach A i B, przy czym A znajduje sie na
lewo od B;

(ii) pchla z punktu A skacze na punkt C, znajdujacy sie na danej prostej na
prawo od B i taki, ze BC/AB=\.

Wyznaczy¢ wszystkie takie wartosci A, ze dla dowolnego punktu M na prostej

i dowolnego poczatkowego potozenia n pchel istnieje skonczony ciag ruchéw,

ktory przeprowadza wszystkie pchly na prawo od M.

4. Tluzjonista ma sto kart ponumerowanych od 1 do 100. Wktada je do
trzech pudetek, czerwonego, biatego i niebieskiego tak, ze kazde z nich zawiera
przynajmniej jedna karte. Ktos z widzéw wybiera dwa z tych trzech pude-
tek, wyciaga po jednej karcie z kazdego z wybranych pudetek i podaje sume
liczb na wyciagnietych kartach. Majac dang te sume, iluzjonista wskazuje to
pudetko, z ktorego nie zostala wyciggnieta zadna karta.

Na ile sposobéw mozna wlozy¢ wszystkie karty do pudetek tak, by ta
sztuka zawsze sie udata? (Dwa sposoby uwaza sie za rézne, gdy przynajmniej
jedna karta znajdzie sie za kazdym razem w innym pudetku).

5. Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia n, ze
(i) n jest podzielna przez doktadnie 2000 réznych liczb pierwszych oraz

(ii) liczba 2™ +1 jest podzielna przez n.

6. Niech AH,, BH,, C H3 beda wysoko$ciami tréjkata ostrokatnego ABC.
Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do BC, C' A, AB odpowiednio
w punktach 77, T, T3. Niech proste I, ls, I3 beda symetrycznymi obrazami
prostych HoHs, HsHy, HiHs odpowiednio wzgledem prostych 1575, 15717,
T1T5. Udowodni¢, ze proste l1, ls, I3 wyznaczaja trojkat, ktérego wierzchotki
leza na okregu wpisanym w tréjkat ABC.

Zadania z XXIII Austriacko-Polskich Zawodéw Matematycznych
Baranéw Sandomierski, 28-30 czerwca 2000 r.

1. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany P(z) o wspolczynnikach rzeczywi-
stych, dla ktérych istnieje taka dodatnia liczba catkowita n, ze dla nieskon-
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czenie wielu wartosci x zachodzi réwnosé:
2n+1

> (=1F {S}P(aﬂrk) =0.
k=1

2. W szeécianie o krawedzi dtugosci 1, ABCD jest pewna $ciang, a CG
krawedzia do niej prostopadta. Okrag o1 jest wpisany w kwadrat ABCD,
a okrag oo jest opisany na trdjkacie BDG. Wyznaczy¢ najmniejsza warto$é
odlegtosci XY dla X €01 1Y €os.

3. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych
nastepujacy uktad réwnan:

1} =mytx3+1

4. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie N, nie majace dziel-
nikéw pierwszych réznych od 2 i 5, takie, ze N +25 jest kwadratem liczby
calkowitej.

5. Dla jakich liczb naturalnych n > 5 mozliwe jest pokolorowanie wierz-
chotkéw n-kata foremnego nie wiecej niz szeScioma kolorami, w ten sposéb,
aby w kazdej grupie pieciu kolejnych wierzchotkéw wystapito pie¢ réznych
kolorow?

6. Rozwazmy bryte @ postaci Q@ =QuUQ1UQ2UR3UQLUQs5UQg, gdzie
Q; (1=0,1,2,...,6) sa siedmioma réznymi szescianami o krawedziach dlugo-
$ci 1, przy czym sze$cian Qg ma wspdlng Sciane z kazdym z szeSciu pozosta-
tych. Rostrzygnadé, czy mozna wypetni¢ przestrzen nieskoniczong iloscia bryt,
z ktérych kazda powstaje przez przesuniecie réwnolegte bryly @, a zadne
dwie nie maja wspolnych punktéw wewnetrznych.

7. Na plaszczyznie dany jest tréjkat AgBoCy. Rozwazamy tréjkaty ABC
spelniajace nastepujace warunki:
(i) proste AB, BC, C' A przechodza, odpowiednio, przez punkty Cp, Ay, Bo;
(ii) tréjkaty ABC i AoByCp sa podobne (tzn. istnieje podobiefistwo prze-

ksztalcajace A na Ay, B na By i C na Cj).

Wyznaczy¢ miejsce geometryczne Srodkéw okregdéw opisanych na wszystkich
takich tréjkatach ABC.

8. Na ptlaszczyznie danych jest 27 punktéw, z ktérych zadne trzy nie
sg wspotliniowe. Cztery sposrdd tych punktéw sa wierzchotkami kwadratu
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o boku dtugosci 1, a pozostate 23 leza wewnatrz tego kwadratu. Udowodnié,
ze pewne trzy sposréd danych punktéw sg wierzchotkami tréjkata o polu nie
1

wigkszym niz 5.

9. Udowodnié, ze jesli a, b, ¢ sg nieujemnymi liczbami rzeczywistymi, przy
czym a+b+c=1, to maja miejsce nieréwnosci:

2 2 2
2< (1-a?) + (1-87) + (1-¢) <(1+a)(1+b)(1+¢).
Dla kazdej z tych nieréwnoéci rozstrzygnaé, kiedy zachodzi réwnosc.

10. Plan zamku w Baranowie Sandomierskim mozna w przyblizeniu przed-
stawié¢ jako graf o 16 weztach, narysowany ponizej:

Nocny straznik planuje zamknietg trase obcho-
du wzdtuz krawedzi tego grafu.

(a) Ile istnieje takich tras (bez uwzgledniania kie-
runku), ktére przechodza przez kazdy wezel do-
ktadnie raz?

(b) Ile istnieje takich tras (z uwzglednieniem kie-
runku), ktore przechodza przez kazda krawedz
doktadnie raz i nie krzyzuja sie same ze sobg?

Zadania z XI Zawod6w Matematycznych Panstw Baltyckich
Oslo (Norwegia), 4 listopada 2000 r.

1. Niech K bedzie punktem lezacym wewnatrz tréjkata ABC. Niech
M i N beda takimi punktami, ze M i K leza po przeciwnych stronach
prostej AB, oraz N i K leza po przeciwnych stronach prostej BC. Zalt6z-
my, ze SIMAB=IMBA=INBC=4INCB=<IKAC =4KCA. Udowod-
ni¢, ze M BN K jest rownoleglobokiem.

2. Dany jest trojkat réwnoramienny ABC o kacie $A=90°. Niech M
bedzie srodkiem boku AB. Prosta przechodzaca przez punkt A i prostopadta
do prostej C'M przecina bok BC' w punkcie P. Dowies¢, ze

SAMC =<BMP.

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym 4 A =90° oraz AB # AC. Punkty
D, E, F leza odpowiednio na bokach BC, C'A, AB, w taki sposéb, ze AFDE
jest kwadratem. Wykazaé, ze prosta BC, prosta F'E oraz styczna w punkcie
A do okregu opisanego na tréjkacie ABC przecinajg sie w jednym punkcie.

4. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym A =120°. Punkty K i L leza
odpowiednio na bokach AB i AC. Niech BKP i CLQ beda tréjkatami
réwnobocznymi zbudowanymi na zewnatrz tréjkata ABC. Udowodnié, ze
PQ>Y2(AB+AC).
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5. Niech ABC' bedzie takim tréojkatem, ze
BC  AB+BC
AB-BC  AC
Wyznaczyé iloraz JA: JC.

6. Fredek prowadzi pensjonat. Twierdzi on, ze za kazdym razem, gdy
jego pensjonat odwiedza n >3 gosci, potrafi wskaza¢ takich dwoch, ktorzy
wérdod pozostatych goéci maja taka sama liczbe znajomych oraz wspdlnego
znajomego lub wspdlnego nieznajomego. Dla jakich wartosci n Fredek ma
racje?

7. Tablica kontrolna o wymiarach 40 x 50 sklada sie 2000 guzikéw, z kt6-
rych kazdy jest w pozycji: wlaczony lub wylaczony. Nacidniecie guzika po-
woduje zmiane jego pozycji oraz pozycji wszystkich guzikow w tej samej
kolumnie i w tym samym wierszu. Wykazaé, ze przyciskajac guziki mozna
tablice z poczatkowo wylaczonymi guzikami doprowadzi¢ do tablicy, w kto-
rej wszystkie guziki sa wlaczone. Wyznaczy¢ najmniejsza potrzebna do tego
liczbe nacisniec.

8. Na przyjeciu spotkalo si¢ czternastu kolegéw. Jeden z nich, Fredek,
chcial wczesniej potozyé sie spaé. Pozegnal sie wiec z 10 kolegami, zapo-
minajac o trzech pozostalych i poszedl spaé¢. Po chwili wrécil na przyjecie,
pozegnal sie z 10 kolegami (niekoniecznie tymi samymi co poprzednio) i po-
szed! spa¢. Fredek powracal jeszcze wielokrotnie i za kazdym razem zegnal
sie z 10 kolegami, po czym szedl spaé. Kiedy tylko pozegnatl sie z kazdym ze
swoich kolegéw co najmniej raz, to juz nie wroécil. Rano Fredek u$wiadomit
sobie, ze z kazdym z trzynastu kolegéw pozegnal sie inng liczbe razy. Ile co
najmniej razy powracal Fredek?

9. Po szachownicy 2k x 2k zlozonej z jednostkowych kwadratéw skacze za-
ba. Skoki zaby sa dtugosci v/1+ k2 i przenosza ja ze $rodka jednego kwadratu
do srodka innego kwadratu. Pewnych m kwadratéw szachownicy zaznaczono
krzyzykiem. Wszystkie kwadraty, do ktérych moze skoczyé zaba z pdl ozna-
czonych krzyzykiem, oznaczono kétkiem (nawet, jesli na ktéryms z tych pél
jest juz krzyzyk). Kétkiem oznaczono n kwadratéw. Dowiesé, ze n > m.

10. Na tablicy napisano dwie liczby catkowite dodatnie. Poczatkowo, jed-
na z nich jest rowna 2000, a druga jest mniejsza niz 2000. Jesli Srednia aryt-
metyczna m dwdch liczb napisanych na tablicy jest liczba catkowita, mozemy
wykonaé nastepujaca procedure: Scieramy jedna z liczb zastepujac ja przez m.
Dowiesé, ze ta procedura nie moze by¢ wykonana wiecej niz dziesie¢ razy. Po-
da¢ przyklad, w ktéorym powyzsza procedura jest wykonywana dziesie¢ razy.

11. Dany jest taki ciag liczb calkowitych dodatnich aq,as,..., ze dla do-
wolnych m i n zachodzi: jesli m jest dzielnikiem liczby n oraz m <n, to ap,
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jest dzielnikiem liczby a,, oraz a,, < a,. Znalez¢ najmniejsza mozliwa wartosc
hCZby a2000-

12. Niech z1,z9,...,2, beda takimi liczbami catkowitymi dodatnimi, ze
zadna z nich nie jest poczatkowym fragmentem zadnej innej (na przyktad 12
jest poczatkowym fragmentem liczb 12, 125 oraz 12405). Dowiesé, ze

1 1 1
— 4. +—<3.
I i) e

13. Niech aq,a9,...,a, bedzie takim ciggiem arytmetycznym liczb calko-
witych, ze i|a; dla i=1,2,...,n—1 oraz nfa,. Udowodnié, ze n jest potega
liczby pierwszej.

14. Znalezé¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite n, ze n rowna sie

liczbie dodatnich dzielnikéw liczby m pomnozonej przez 100.

15. Niech n bedzie dodatnia liczbg calkowita niepodzielng ani przez 2,
ani przez 3. Wykazaé, ze dla wszystkich liczb catkowitych k liczba
(k+1)"—k"—1
jest podzielna przez k?+k+1.
16. Udowodnié, ze dla wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢
zachodzi nieréwnosé
Va2 —ab+ b2+ Vb2 —be+c2 > Va2 +ac+c2.

17. Znalez¢ wszystkie rozwigzania w liczbach rzeczywistych nastepujacego
uktadu réwnan:

r +y + 2+t =25
zy +yz+ 2t +tx =4
zyz +yzt+ ztr+txy= 3
Tyzt =—1.

18. Wyznaczyé wszystkie dodatnie liczby rzeczywiste x i y spelniajace
rownanie

11
x+y+;+§+4:2-(\/2x+1+\/Qy—i—l).

19. Niech t > % bedzie liczba rzeczywista, a n dodatnia liczba caltkowita.
Dowieéé, ze t2n > (t—1)2"+ (2t —1)".

20. Dla dowolnej liczby calkowitej dodatniej n, niech
(2n+1)(2n+3)-...-(4n—1)(4n+1)

" (2n)(2n+2)-...- (4n—2)(4n)

Dowiesé, ze

1 2
— <z, —V2< =,
4n n
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