LII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

23 lutego 2001 r. (pierwszy dzien zawodéw)

Zadanie 1. Dane sg liczby naturalne k, n wicksze od 1, przy czym liczba p =2k—1
jest pierwsza. Dowiesé, ze jezeli liczba

(5)-(2)
2 2
jest podzielna przez p, to jest ona podzielna przez p2.

Rozwigzanie

Liczba p jest dzielnikiem liczby

~n(n—1) k(k—1) (“4n®*—4n+1)—(4k*—4k+1) (2n—1)*—p?

2 2 8 B 8 '

Zatem p, jako liczba nieparzysta, jest dzielnikiem liczby (2n —1)? —p?. Liczba

p jest pierwsza, skad p|(2n—1). Z podzielnoéci tej wynika, ze p? | (2n—1)2,
czyli p? | a.

Zadanie 2.  Punkty A, B, C leza w tej wlasnie kolejnosci na jednej prostej, przy
czym AB < BC. Punkty D, E sg wierzchotkami kwadratu ABDE.
Okrag o $rednicy AC przecina prosta DFE w punktach P i Q, przy
czym punkt P nalezy do odcinka DE. Proste AQ i BD przecinaja
sie w punkcie R. Udowodnié, ze DP = DR.
Rozwigzanie
Kat APC jest prosty jako kat wpisany E P~ D Q
oparty na $rednicy (rys. 1). Stad ]
JEAP =90°—<PAC=<ACP.
Z kolei z réwnosci tukow AP i C'Q wynika row-
noé¢ katow ACP i CAQ, skad .
JEAP =<BAR. rys. 1
Tréjkaty PAE i RBA sa wiec przystajace (cecha kqt-bok-kqt), co dowodzi,
ze EP=BR. Stad DP=DR.




Zadanie 3. Niech n > 3 bedzie liczba naturalng. Dowiesé, ze dowolny wielomian
postaci
T 32" P gz an_52" P+ a1z 4ag,
gdzie co najmniej jeden ze wspolczynnikow rzeczywistych ag,aq,...,
an_3 jest rozny od zera, ma mniej niz n pierwiastkéw rzeczywistych
(kazdy pierwiastek liczymy tyle razy, ile wynosi jego krotnosé).
Rozwigzanie
Przypus$émy, ze dany w tresci zadania wielomian ma n pierwiastkéw rze-
czywistych x1,x2,...,x,. Ze wzoréw Viéte’a wynika, ze

r1+xo+...+x,=—a,—1=0 oraz Z TiTj=ap_2=0.
1<i<j<n
Zatem 23 +23+...+22=a2 | —2a, 2=0, skad 11 =22=...=1,=0. Jed-
nak powyzsza réwnosé pociagga za soba apg=a;=...=a,—3=0, co przeczy
zalozeniu.

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze dany wielomian stopnia n nie moze
mie¢ n pierwiastkow rzeczywistych, zatem musi ich mie¢ mniej niz n.
(wp, jur)
* * *

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalezé¢ w internecie pod adresem:
www.impan.gov.pl/ olimp/
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Zadanie 4.  Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n > 3, dla ktérych prawdziwe
jest nastepujace zdanie:
W dowolnym n-wyrazowym ciagu arytmetycznym aj,as,...,a,, dla
ktérego liczba 1-ay+2-as+...+n-a, jest wymierna, istnieje wyraz
bedacy liczba wymierna.
Rozwigzanie
Odp.: Rozpatrywane zdanie jest prawdziwe jedynie dla liczb n >3 daja-
cych z dzielenia przez 3 reszte 1.
Niech a; =a+ir (i=1,2,...,n) bedzie ciagiem arytmetycznym. Korzysta-
jac ze wzoréw
n(n+1)

1)(2 1
PTUNPL (S0 R SO, (LN A2

stwierdzamy, ze dana w tresci zadania suma jest réwna

_ n(n+1) N n(n+1)(2n+1)

S 5 a 6 r.
Stad uzyskujemy
25 2n+1
1 L ey
(1) n(n+1) at 3

Zalézmy najpierw, ze liczba n daje z dzielenia przez 3 reszte 1. Wowczas
liczba k= 1(2n+ 1) jest catkowita. Z réwnosci (1) oraz z faktu, ze S jest liczba
wymierng wynika, ze wyraz ay jest liczba wymierna. Zatem rozpatrywane
zdanie jest w tym przypadku prawdziwe.

Zalézmy z kolei, ze liczba n nie daje z dzielenia przez 3 reszty 1 (innymi
stowy, liczba %(271—1— 1) nie jest catkowita). Skonstruujemy ciag arytmetyczny
a;, dla ktérego rozpatrywane zdanie nie jest prawdziwe. Przyjmijmy:

r=v2 oraz a= —1(2n+ V2.
Ze zwiazku (1) otrzymujemy S =0, jednak dla dowolnego i € {1,2,...,n} liczba
ai=(i-4(2n+1))v2

jest niewymierna. Rozpatrywane zdanie nie jest wiec prawdziwe, jesli n nie
daje z dzielenia przez 3 reszty 1.



Zadanie 5. Punkt I jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Prosta Al
przecina bok BC w punkcie D. Dowiesé, ze AI+CD = AC wtedy
i tylko wtedy, gdy ¥B=60°+ 34C.
Rozwigzanie
Niech E bedzie takim punktem lezacym na boku AC, ze AI = AFE (rys. 1).
Wowczas
A AI+CD=AC < CE=CD
tréjkaty CDI i CEI sa przystajace
YAEI =<YADB
tréjkaty AIE i ABD sa podobne
IB=<YADB
IB=14A+4C
IB=60°+34C.

S

rys. 1

Zadanie 6. Dla danej liczby calkowitej dodatniej n rozstrzygnaé, czy podzbioréw
n-elementowych zbioru {1,2,3,...,2n—1,2n} majacych sume elemen-
tow parzysta jest tyle samo, co podzbiorow n-elementowych majacych
nieparzysta sume elementow. Jedli nie, to rozstrzygnaé, ktorych jest
wiecej 1 o ile.

Rozwigzanie

Polaczmy liczby ze zbioru S=1{1,2,3,...,2n—1,2n} w pary:

(1,2), (3,4), ..., (2n—1,2n).

Niech X bedzie dowolnym n-elementowym podzbiorem zbioru S. Wybierzmy (jesli

jest to mozliwe) najmniejsza liczbe x ze zbioru X o tej wlasnosci, ze liczba y wyste-

pujaca w parze z liczbg x nie nalezy do zbioru X. Nastepnie usunmy ze zbioru X

element x zastepujac go elementem y. Otrzymany zbiér nazwijmy f(X). Zbiory X

i f(X) maja sumy elementéw réznej parzystosci.

W dalszej czesci rozwiazania rozpatrzymy dwa przypadki:

(a) Liczba n jest nieparzysta.

Odwzorowanie f jest okreslone dla dowolnego n-elementowego podzbioru zbioru
S 1 laczy ono w pary (X, f(X)) wszystkie podzbiory n-elementowe o nieparzystej
sumie elementéw ze wszystkimi n-elementowymi podzbiorami o sumie elementéw
parzystej. To dowodzi, ze n-elementowych podzbioréw o parzystej sumie elementéw
jest tyle samo, co n-elementowych podzbioréw o nieparzystej sumie elementéw.

(b) Liczba n jest parzysta.

W tym przypadku odwzorowania f nie da sie okresli¢ jedynie na tych n-elemento-
wych podzbiorach zbioru S, ktére sa ztozone z pelnych par. Zbioréw tych jest (n7/‘2)
i wszystkie one maja sume elementéw o takiej samej parzystosci, jak parzystosc
liczby n/2. Pozostale podzbiory mozemy polaczyé w pary (X, f(X)). Jezeli n dzieli
sie przez cztery, to n-elementowych podzbioréw o parzystej sumie elementéw jest o
(n%) wiecej niz n-elementowych podzbioréw o nieparzystej sumie elementéw. Jesli
natomiast n nie dzieli si¢ przez cztery, to podzbioréow o nieparzystej sumie elementdw
jest o (nT/LQ) wigcej.

(wp, jwr)



