LII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

2 kwietnia 2001 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i dowolnych liczb
rzeczywistych nieujemnych xq,xs,...,2, zachodzi nierownos¢

2. Dowies¢, ze suma odlegtosci dowolnego punktu lezacego wewnatrz
czworoscianu foremnego o krawedzi 1 od jego wierzchotkow jest nie wiek-
sza niz 3.

3. Rozwazamy ciag (z,) okreslony rekurencyjnie wzorami

r1=a, ro=b oraz x,io=T,1+x, dlan=123,...,
gdzie a i b sa liczbami rzeczywistymi.

Liczbe ¢ bedziemy nazywaé wartoscig wielokrotng ciagu (x,,), jezeli
istnieja co najmniej dwie rozne liczby catkowite dodatnie k i [ takie, ze
xp =x; =c. Wykazaé, ze mozna tak dobraé liczby a i b, aby ciag (x,)
miat wiecej niz 2000 wartosci wielokrotnych, ale nie mozna tak dobra¢
a i b, aby miat on nieskonczenie wiele wartosci wielokrotnych.

Informacje dla uczestnika zawodow

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwiazywania nalezy przepisaé¢ tekst kazdego zadania na
oddzielnym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwiazan réznych zadan.

4. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies$¢ reke i siedzac na miejscu zaczeka¢ na podejscie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnoéci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatordw.



Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

ietnia 2001 r. (drugi dzien zawodéw)

4. Dane sg takie liczby catkowite a i b, ze dla kazdej liczby catkowitej
nieujemnej n liczba 2"a+b jest kwadratem liczby catkowite;j.
Dowies¢, ze a=0.

5. Punkty K i L leza odpowiednio na bokach BC' i C'D réwnolegto-
boku ABCD, przy czym BK-AD=DL-AB. Odcinki DK i BL prze-
cinaja sie w punkcie P. Wykazaé, ze SDAP = <BAC.

6. Dane sg liczby calkowite dodatnie n; < ng < ... < ngggo < 101,
Dowiesé, ze ze zbioru {ny,na,...,na0o } mozna wybraé niepuste roztaczne
podzbiory A i B majace tyle samo elementéw, taka samg sume elemen-
tow i taka samag sume kwadratéw elementéw.

Informacje dla uczestnika zawodoéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwigzywania nalezy przepisaé¢ tekst kazdego zadania na
oddzielnym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

4. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies$¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejécie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnoéci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw.



