LII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

2 kwietnia 2001 r. (pierwszy dzien zawodéw)

Zadanie 1. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 i dowolnych liczb rze-
czywistych nieujemnych x1,xs,...,2, zachodzi nier6wnosé
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Rozwigzanie
Z nieréwnosci miedzy $rednig geometryczng i Srednig arytmetyczng zasto-
sowanej do liczb
y1=ai, yo=ys=..=y;i=1 (2<i<n)

otrzymujemy
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W nieréwnosci (1) réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
liczby y1,y2,...,y; sa réwne. Zatem w danej w zadaniu nieréwnosci réwnosé
zachodzi tylko przy xo=z3=...=x,=1.

Zadanie 2.  Dowiesé, ze suma odleglo$ci dowolnego punktu lezacego wewnagtrz
czworo$cianu foremnego o krawedzi 1 od jego wierzchotkéw jest nie
wigksza niz 3.

Rozwigzanie

Niech A;AsA3A4 bedzie danym czworoscianem, a P dowolnym punktem

w jego wnetrzu. Zaldézmy, ze prosta A; P przecina przeciwlegly Sciane czwo-

roscianu A;As A3A4 w punkcie B;. Niech C; bedzie czworo$cianem, ktérego

jedna Sciang jest ta Sciana czworo$cianu A As Az Ay, ktora zawiera punkt B;,

zas przeciwleglym wierzchotkiem punkt P. Wtedy
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(V(T) oznacza objeto$é czworoscianu 7.) Z nieréwnosci A;B; <1 oraz z po-
wyzszej zaleznosci wynika teza.



Zadanie 3. Rozwazamy ciag (z,) okreslony rekurencyjnie wzorami
r1=a, xa=b oraz xpi2=xpt1+x, dla n=123,...,

gdzie a i b sa liczbami rzeczywistymi.
Liczbe ¢ bedziemy nazywaé wartoscig wielokrotng ciagu (z,,), jezeli
istnieja co najmniej dwie rézne liczby catkowite dodatnie k i [ takie,
ze x = x; = c. Wykazaé, ze mozna tak dobraé liczby a i b, aby ciag
(x,,) mial wiecej niz 2000 wartosci wielokrotnych, ale nie mozna tak
dobraé a i b, aby mial on nieskonczenie wiele wartosci wielokrotnych.

Rozwigzanie

Ciag (x,) spelnia taka sama rekurencje, jak ciag Fibonacciego

P =K=1 F,o=F+F, da n=123,....
Niech dodatkowo Fy=0 oraz F_,=(—1)""1F, dla n=1,2,3,.... Wéwczas
rownosé Fyi0 = Fy 11+ F, zachodzi dla dowolnej liczby catkowitej n.
Przyjmijmy a = F_4001 oraz b= F_4000. Wtedy x,, = F},_4002. Ponadto dla
n=1,3,5,7,...,4001 uzyskujemy x,, = F,_4002 = Fi002—n = T8004—n- Stad wy-
nika, ze liczby Fy,F3,F5,...,Fy01 sa wartoSciami wielokrotnymi ciagu (z,,);
sg one rozne i jest ich wiecej niz 2000.
Dla dowolnego ciagu (x,) spelniajacego warunek
Tpyo=2Tpy1+x, dla n=1,2.3,...
istniejg takie liczby rzeczywiste A i B, ze
rpn=Aa"+Bp" dla n=1,2,3,...,
gdzie o= 3(1+v/5), B=3(1—/5) sa pierwiastkami wielomianu 2% —z — 1.
Jezeli A= B =0, to wszystkie wyrazy ciagu (z,) sa zerami i liczba 0 jest
jedyna wartoscia wielokrotna ciagu (x,,).
Jezeli A=0 oraz B+#0, to wszystkie wyrazy ciagu (z,) sa rézne i ciag
(z,,) nie ma wartosci wielokrotnych.
Jezeli natomiast A 0, to

lim z,, =
n—oo

400 gdy A>0,
—oco gdy A<O.

Zatem istnieje taka liczba naturalna N, ze dla wszystkich n> N, z, #0.
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Stad wynika, ze ciag (z,) od pewnego miejsca jest rosnacy i w zwiazku
z tym nie moze mieé nieskonczenie wielu wartosci wielokrotnych.



Zadanie 4. Dane sg takie liczby calkowite a i b, ze dla kazdej liczby catkowitej nie-
ujemnej n liczba 2"a+b jest kwadratem liczby calkowitej. Dowiesé,
ze a=0.

Rozwigzanie

Jezeli b=0, to a =0, gdyz dla a # 0 liczby a i 2a nie moga by¢ jednoczesnie
kwadratami liczb catkowitych.

Gdyby liczba a byla ujemna, to dla pewnej, duzej liczby naturalnej n,
liczba 2"a+b tez bylaby ujemna, nie mogtaby wiec by¢ kwadratem liczby
calkowitej.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy a >0 oraz b#0.

Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej &, liczby

2% a+b oraz 4(2%2a+b)=2%a+4b
sa kwadratami rdznych liczb catkowitych nieujemnych, powiedzmy
20+ b=17 oraz 2%%a+4b=13.
Wéwezas g+ yr < (zk +yk) |2k —ye| = |27 —yi| = 30|, skad
2% 0 +b=12 < (zp+yp)? <9  dla kazdego k.
Zatem ciag (xy) jest ograniczony, co jest mozliwe tylko wtedy, gdy a = 0.

Zadanie 5. Punkty K i L lezg odpowiednio na bokach BC' i C'D réwnolegloboku
ABCD, przy czym BK -AD = DL-AB. Odcinki DK i BL przecinaja
sie w punkcie P. Wykazaé, ze S DAP = <<BAC.

Rozwigzanie

Niech Y bedzie punktem przeciecia prostych AP i C'D oraz niech X bedzie
punktem przecigcia prostych DK i AB (rys. 11 2). Wowczas
DL BX BK
DY AX AD’

D L C Y
P
K
A B X
rys. 2




Stad oraz z réwnoéci danej w tresci zadania otrzymujemy:
DYy DL AD BC
AD ~ BK AB AB’
To dowodzi, ze trojkaty ABC i ADY sa podobne, skad wynika teza.

Zadanie 6. Dane sa liczby catkowite dodatnie n1 <ns < ... < naggg < 10199, Do-
wiesé, ze ze zbioru {ni,ns,...,n2000} mozna wybraé niepuste rozlacz-
ne podzbiory A i B majace tyle samo elementéw, taka samg sume
elementow i takg sama sume kwadratow elementéw.

Rozwigzanie

Dla zbioru X C {nq,ng,...,n2000} niech so(X), s1(X) i s2(X) oznaczaja
odpowiednio liczbe elementéw, sume elementéow i sume kwadratéow elementow
zbioru X.

Wystarczy udowodnié, ze istnieja takie dwa rdzne podzbiory C i D zbioru
{n1,n2,...,n2000}, dla ktérych s;(C)=s;(D) dla i=0,1,2. Wéwczas zbiory
A=C\D oraz B=D\C sa niepuste i spelniaja warunki zadania.

Dla dowolnego podzbioru X zbioru {ni,na,...,na000} mamy
(1) s0(X) < 10%, 51(X) < 2000100 <101 55(X) < 2000-10%%° < 1024,
Oznaczajac S(X) = so(X)+10%s1(X) +101%s5(X) uzyskujemy

S(X) < 10313 < (103)105 < 21050 < 22000 .

Stad istnieja takie dwa rézne podzbiory C, D zbioru {nj,ns,...,n2000}, ze

S(C)=S8(D). Z nieréwnosci (1) wynika, ze s;(C)=s;(D) dla i=0,1,2, co

konczy rozwiazanie zadania.

(wp, jur)
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Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem:
www.impan.gov.pl/~olimp/



