LIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

3 kwietnia 2002 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie trojki liczb naturalnych a, b, ¢, ze
liczby a?+1 i b*>+1 sy pierwsze oraz

(@+1)(V*+1)=c2+1.

2. Na bokach AC i BC' tréjkata ostrokatnego ABC' zbudowano, po
jego zewnetrznej stronie, prostokaty ACPQ i BKLC o réwnych po-
lach. Udowodnié¢, ze $rodek odcinka PL, punkt C oraz srodek okregu
opisanego na trojkacie ABC' leza na jednej proste;j.

3. Na tablicy sa napisane trzy nieujemne liczby catkowite. Wybiera-
my z tej trojki dwie liczby k, m i zastepujemy je liczbami k+m i |k —m],
a trzecia liczba pozostaje bez zmiany. Z otrzymana tréjka postepujemy
tak samo. Rozstrzygna¢, czy z kazdej poczatkowej trojki liczb catkowi-
tych nieujemnych, kontynuujac to postepowanie, mozna otrzymac troj-
ke, w ktorej co najmniej dwie liczby sg zerami.

Informacje dla uczestnika zawodow

1. Czas trwania zawoddéw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwigzywania nalezy przepisaé¢ tekst kazdego zadania na
oddzielnym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

4. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnieé¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé¢ na podejécie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw.



LIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

4 kwietnia 2002 r. (drugi dzien zawodow)

4. Dowies¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 i dla kazdego ciagu
liczb dodatnich zq,xs,...,2, zachodzi co najmniej jedna z nieréwnosci
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(przyjmujemy , 1 =1, Tpio =T Oraz To==Tp, T_1 =Ty 1)-

5. W przestrzeni dany jest trojkat ABC oraz sfera s roztaczna z ptasz-
czyzng ABC. Przez kazdy z punktéw A, B, C' poprowadzono prosta
styczng do tej sfery. Punkty stycznosci oznaczono odpowiednio K, L, M.
Punkt P lezy na sferze s i spetnia warunki

AK BL CM

AP BP CP’
Udowodni¢, ze sfera opisana na czworo$cianie ABCP jest styczna do
sfery s.

6. Dana jest liczba naturalna k. Okreslamy ciag (a,) wzorami
a1=k+1, anﬂzai—kan—i—k dlan>1.

Wykazaé, ze jezeli m # n, to liczby a,, i a, sa wzglednie pierwsze.

Informacje dla uczestnika zawodoéw

1. Czas trwania zawoddéw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwigzywania nalezy przepisaé¢ tekst kazdego zadania na
oddzielnym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

4. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnieé¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé¢ na podejécie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw.



