LIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

3 kwietnia 2002 r. (pierwszy dzien zawod6w)

Zadanite 1. Wyznaczy¢ wszystkie takie trojki liczb naturalnych a, b, ¢, ze liczby
a?+11ib%+1 sa pierwsze oraz
(@®+ 1) +1)=c+1.
Rozwigzanie
Bez szkody dla ogdlnoséci rozwiagzania mozemy zatozyé, ze a < b. Niech
p="b%+1. Wéwezas liczba (2 +1) — (b2 +1) = (c—b)(c+b) dzieli sie przez p.
7 danej w tredci zadania réwnosci wynika, ze b < c. Ponadto

e= /(@ +1)(B+1)~ 1< /(B2 +1)2—1<B +1=p.
Stad ¢—b<p oraz c+b<2p. Skoro p|(c—b)(c+b), wiec musi by¢ c+b=p,
czyli
(1) c=bb—1)+1.

Liczby a=b=1 nie spelniaja warunkéw zadania; mozemy wiec przyjac,
ze b>1. Woweczas p jest liczba pierwsza nieparzysta. Z zaleznoéci (1) wynika,
ze ¢ jest nieparzyste, a to dowodzi kolejno parzystoéci liczb ¢? 41 oraz a? + 1.
Liczba a?+1 jest pierwsza, a wiec a®+1=2, skad a=1. Zatem dane w za-
daniu rownanie przybiera postaé
(2) 20 +1)=c*+1.

Faczac réwnosci (1) i (2) uzyskujemy 2b%+2="0b%(b—1)2+2b(b—1)+2,
czyli 2b=0b(b—1)%2+2b—2. Stad b jest dzielnikiem liczby 2, a poniewaz b > 1,
wiec musi by¢ b= 2. To pociaga za soba c=3.

Pozostaje stwierdzié¢, ze tréjka (a,b,c) =(1,2,3) spelnia warunki zadania.

Uwalniajac sie od zalozenia a <b otrzymujemy dwie tréjki (a,b,c) spel-
niajace warunki zadania. Sa nimi: (1,2,3) oraz (2,1,3).

Zadanie 2. Na bokach AC i BC trojkata ostrokatnego ABC zbudowano, po jego
zewnetrznej stronie, prostokaty ACPQ i BKLC o réwnych polach.
Udowodnié, ze $rodek odcinka PL, punkt C' oraz srodek okregu opi-
sanego na trdjkacie ABC' leza na jednej prostej.
Rozwigzanie
Oznaczmy przez O $rodek okregu opisanego na tréjkacie ABC (rys. 1).
Uzupehijmy tréjkat PCL do réwnolegloboku PCLX. Wystarczy udowod-
ni¢, ze punkty X, C, O sa wspotliniowe.
7 réwnosci pél danych prostokatéw otrzymujemy
XL PC BC
LC  LC CA
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Ponadto <X LC =180° — < PCL = < BCA. Uzyskane zaleznoéci dowodza, ze
trojkaty X LC oraz BC A sa podobne. Stad oraz z réwnosci BO = CO wynika
kolejno, ze

$XCL=94BAC = 39BOC =90°— 4BCO,

czyli ¥ XCL+<ILCB+ <BCO =180°. Ostatnia réwnoé¢ oznacza, ze punkty
X, C, O leza na jednej proste;j.
X

B

rys. 1
Zadanie 3. Na tablicy sa napisane trzy nieujemne liczby catkowite. Wybieramy
z tej trojki dwie liczby k, m i zastepujemy je liczbami k+m i [k —m)|,
a trzecia liczba pozostaje bez zmiany. Z otrzymana tréjka postepuje-
my tak samo. Rozstrzygnac, czy z kazdej poczatkowej trojki liczb cal-
kowitych nieujemnych, kontynuujac to postepowanie, mozna otrzy-
maé trojke, w ktérej co najmniej dwie liczby sg zerami.
Rozwigzanie

Kazda trdjke liczb catkowitych nieujemnych mozna przedstawié¢ w postaci
(1) (2Pa,29b,2"¢c)
gdzie p, q, r s liczbami caltkowitymi nieujemnymi, za$ kazda z liczb a, b,
¢ jest nieparzysta lub réwna 0. Wagg tréjki przedstawionej w postaci (1)
nazwiemy wielko$¢ a+b+c.

Wykazemy, ze z kazdej trojki liczb catkowitych nieujemnych o co najmnie;j
dwéch liczbach niezerowych, wykonujac operacje opisane w tresci zadania, da
sie uzyskaé trojke o mniejszej wadze. Tym samym udowodnimy, ze zawsze
mozna otrzymaé tréjke, w ktérej co najmniej dwie liczby sa zerami.

Zalézmy wiec, ze w tréjce (2Pa,27b,2"c) co najmniej dwie liczby sa rézne
od 0. Bez straty ogdlnosci przyjmijmy, ze b,c#0 oraz ¢ <.

Wykonujac 2(r—q)-krotnie operacje (k,l,m)+— (k+1,|k—1|,m) przeprowa-
dzamy trojke (2Pa,29b,2"c) na tréjke (2P 9a,2"h,2"c), ktéra nastepnie prze-
ksztalcamy na (2P ~9a,2"|b—c|,2"(b+c)). Liczby b i ¢ sa nieparzyste, wigc
waga ostatniej tréjki nie przekracza

a+3lb—c|+3(b+c)=a+max(b,c),
co jest mniejsze od a+b+c, czyli od wagi tréjki (27a,29b,2"c).  (wp, jwr)
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Zadanie 4. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 i dla kazdego ciagu liczb
dodatnich z1,zo9,...,z, zachodzi co najmniej jedna z nieréwnosci
- X4 n - X n
e D Mt
Tt Tipe 2 —~ T 1 +Ti—2 2
(przyjmujemy , 1 =21, Tpiz ==z OTAZ To==Tp, T_1 =Tp_1)-
Rozwigzanie
Gdyby zadna z podanych nieréwnosci nie zachodzita, to po dodaniu stro-
Ti—1+Ti42

<n. Wystarczy zatem udowodnié, ze
Ti+Tit1

n
nami mielibySmy Z
i=1
n

n
Ti1+x; . Ti1+x;+Ti+x;
Z i—1 z+2>n’ albo, se Z i—1 % i+1 H_Q}Qn.

= TitTip1 =1 Ti+Tit1
.. Ti—1+x ., ., . ,
Po podstawieniu a; = 2 ™ ostatnia nieréwnodé przybiera postaé
Ti+Tit1
n 1 n 1
Zai—k >2n, czyli Zai+—>2n,
i=1 @it1 i=1 @i

1
a to jest prawda, gdyz a+ — > 2 dla dowolnej liczby dodatniej a.
a

Zadanie 5. W przestrzeni dany jest trojkat ABC oraz sfera s rozlaczna z plasz-
czyzng ABC. Przez kazdy z punktéw A, B, C' poprowadzono pro-
sta styczna do tej sfery. Punkty stycznosci oznaczono odpowiednio
K, L, M. Punkt P lezy na sferze s i spelnia warunki

AK BL CM
AP BP CP’
Udowodnié, ze sfera opisana na czworoscianie ABCP jest styczna do

sfery s.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez A wspdlng wartos¢ danych w treéci zadania utamkéw.
Niech A’, B’, C" beda odpowiednio drugimi punktami przeciecia prostych PA,
PB, PC ze sfera s (rys. 2 1 3). Jesli ktoras z tych prostych, powiedzmy PA,
jest styczna do sfery s, to przyjmujemy A’ = P. Wéwczas AK? = AP-AA’,

a wiec
AA" BB CC'

— - = )\2
AP BP CcP '

AA (AK

2
A4 (AR e
(1) 1P AP> A4, Zatem
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Stad wynika, ze jednoktadno$é j o $rodku P przeksztalcajaca punkt A na A’,
przeprowadza punkt B na B’ oraz punkt C na C’. Ponadto kazdy z punktéw
A, B', C' jest r6zny od P — w przeciwnym razie réwnosci (1) implikuja,
ze proste PA, PB, PC sa styczne do sfery s w punkcie P, a wigc P jest
punktem wspoélnym plaszczyzny ABC' i sfery s, co przeczy zalozeniom.

B rys. 2 rys. 3
Sfera opisana na czworoécianie ABCP jest zatem obrazem sfery s przy
jednokladnoéci j 1, ktorej $rodek (punkt P) lezy na sferze s. Stad teza.

Zadanie 6. Dana jest liczba naturalna k. Okreslamy ciag (a,) wzorami
a1=k+1, ap41 :aifk‘anJrk dlan>1.
Wykazaé, ze jezeli m # n, to liczby a,, i a, sa wzglednie pierwsze.
Rozwigzanie
Udowodnimy najpierw indukcyjnie, ze dla n > 1 zachodzi réwnosé
(1) (pi1=0a102...a,+k.
7 danej w tresci zadania zaleznosci rekurencyjnej obliczamy
ag=(k+1)?> —k(k+1)+k=2k+1=a; +k,
co dowodzi prawdziwosci zdania (1) dla n =1, natomiast krok indukcyjny
sprowadza sie do ciagu rownosci:
(nt1 :ai—kan—kk:an(alag...an,l—}—k‘) —ka,+k=aias...a,+k.
Przypusémy teraz, ze p jest wspélnym dzielnikiem pierwszym liczb a;
i Gy, przy czym [ >m. Woéwczas z zaleznoéei (1) dla n=1[—1 wynika, ze p |k,
a wiec pfa;. Niech r bedzie najmniejsza liczba naturalna, dla ktérej p|a,
(taka liczba r istnieje). Wtedy 1 <r<m. Stosujac ponownie réwnosé (1),
lecz tym razem dla n=r—1 wnioskujemy, ze p jest dzielnikiem jednej z liczb
aj,ag,...,a,—1, whrew temu, ze r jest najmniejsza liczba o wlasnosci p | a,.
Otrzymana sprzeczno$¢ dowodzi, ze liczby a; i a., sa wzglednie pierwsze.
(wp, jur)
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