LIV OLIMPIADA MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria

1. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich x, y spetnia-
jacych rownanie
(z+y)* —2(zy)*=1.

2. Dana jest liczba rzeczywista a; > 1. Definiujemy ciag (a,) wzorem
anﬂzai—an—i—l dla n>1.

Dowiedé¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé
1 1 1 1 1
— =t —F.+—< .
a; Qo as a, a;—1

3. Trzy rozne punkty A, B, C leza na okregu o. Proste styczne do
okregu o w punktach A i B przecinaja sie w punkcie P. Prosta styczna do
okregu o w punkcie C' przecina prostag AB w punkcie (). Udowodnié, ze

PQ*=PB*+QC".

4. Rozpatrujemy zbiér wszystkich k-wyrazowych ciggdéw o wyrazach
ze zbioru {1,2,3,...,m}. Z kazdego takiego ciagu wybieramy wyraz
najmniejszy i sumujemy wybrane wyrazy. Udowodni¢, ze otrzymana
suma jest réwna

15428+ 38 mh

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane
jednostronnie) nalezy wystaé pod adresem komitetu okregowego Olim-
piady wiasciwego terytorialnie dla szkoly, najpoziniej dnia

10 pazdziernika 2002 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie
poiniejszym nie bedq rozpatrywane.

1 Biezace informacje w internecie pod adresem: www.mimuw.edu.pl/0M



LIV OLIMPIADA MATEMATYCZNA

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

IT seria

5. Liczba naturalna n, zapisana jest w uktadzie dziesietnym za po-
moca 333 cyfr, z ktérych zadna nie jest zerem. Dla 1=1,2, 3, ..., 332
liczba n; 1 powstaje z liczby n; przez przeniesienie cyfry jednosci na po-
czatek. Dowiesc, ze albo wszystkie liczby ny, ng, ng, ..., n3sz sa podzielne
przez 333, albo zadna z nich.

6. Punkty A, B, C, D leza w tej wtadnie kolejnosci na okregu o. Punkt
M jest srodkiem tego tuku AB okregu o, ktéry nie zawiera punktéw C
i D; punkt N jest srodkiem tego tuku C'D okregu o, ktéry nie zawiera
punktéw A i B. Dowiesé, ze

AN?—-BN? DM?*—-CM?
AB B CD '

7. U cioci Reni spotkalo sie (tacznie z ciocia) n >4 oséb. Kazdy
z obecnych podarowat co najmniej jednej z pozostaltych oséb co najmniej
jeden prezent. Okazalo sie, ze kazdy podarowal trzykrotnie wiecej pre-
zentoéw niz sam otrzymal, z jednym wyjatkiem: ciocia Renia podarowata
zaledwie % liczby prezentéw, ktore dostata. Wyznaczy¢, w zaleznosci od
n, najmniejsza mozliwg liczbe prezentéw, ktére mogta otrzymacé ciocia
Renia.

8. W czworoscianie ABC'D punkty M i N sa odpowiednio $rod-
kami krawedzi AB i C'D. Punkt P lezy na odcinku M N, przy czym
MP=CN oraz NP=AM. Punkt O jest érodkiem sfery opisanej na
czworoscianie ABC'D. Dowies¢, ze jezeli O # P, to OP 1. M N.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane
jednostronnie) nalezy wystaé pod adresem komitetu okregowego Olim-
piady wiasciwego terytorialnie dla szkoly, najpoziniej dnia

12 listopada 2002 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie
poiniejszym nie bedq rozpatrywane.

2 Biezace informacje w internecie pod adresem: www.mimuw.edu.pl/0M
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9. Zmnalez¢ wszystkie wielomiany W o wspoétczynnikach rzeczywis-
tych, majace nastepujacg wlasnosé: jesli x+y jest liczba wymierna, to
W (x)+ W (y) jest liczba wymierna.

10. Mamy talie 52 kart. Tasowaniem bedziemy nazywac¢ wykonanie
nastepujacych czynnoéci: dowolny podzial talii na cze$¢ gorng i dolna,
a nastepnie dowolne zmieszanie kart z zachowaniem porzadku w obrebie
kazdej czesci. Méwigce formalnie, tasowaniem jest dowolne przemieszanie
kart, w ktérym i-ta karta od wierzchu przechodzi na pozycje p;, przy
czym istnieje takie m € {1,2,3,...,51}, ze p; <pi1 dla i <m oraz dla
1>m.

Rozstrzygnaé, czy rozpoczynajac od ustalonego poczatkowego upo-
rzadkowania kart, mozna uzyska¢ kazde inne uporzadkowanie wykonujac
pie¢ tasowan.

11. Dany jest czworokat wypuklty ABCD. Punkty P i ), rézne od
wierzcholtkéw czworokata, lezg odpowiednio na bokach BC' i C'D, przy
czym L BAP = $DAQ. Udowodnié, ze trojkaty ABP i ADQ majg réw-
ne pola wtedy i tylko wtedy, gdy ich ortocentra lezg na prostej prosto-
padlej do AC.

Uwaga: Ortocentrum trojkata to punkt przeciecia wysokosci.

12. Dla liczb dodatnich a, b, ¢, d okreslamy
A=+ +E+d%, B=bed+cda+dab+ abe.
Udowodni¢ nierownos¢
(a+b+c+d)’ <4A+24B.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane
jednostronnie) nalezy wystaé pod adresem komitetu okregowego Olim-
piady wiasciwego terytorialnie dla szkoly, najpoziniej dnia

10 grudnia 2002 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie
poiniejszym nie bedq rozpatrywane.

3 Biezace informacje w internecie pod adresem: www.mimuw.edu.pl/0M



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

Dla wojewddztwa pomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matema-
tyczny PAN, Oddzial w Gdansku, ul. Abrahama 18, 81-825 Sopot.

Dla wojewddztwa $laskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematy-
ki Uniwersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

Dla wojewddztwa malopolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematy-
ki Uniwersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakow.

Dla wojewddztwa lubelskiego i podkarpackiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Oddzial Lubelski
Polskiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1,
pok. 223, 20-031 Lublin.

Dla wojewddztwa todzkiego i Swietokrzyskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matema-
tyki Uniwersytetu L.odzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 £.6dz.

Dla wojewddztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Geologii
Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Makéw Polnych 16, 61-606 Po-
znan.

Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — ul. Wielkopolska 15,
70-251 Szczecin.

Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematy-
ki i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18,
87-100 Torun.

Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matema-
tyczny PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-656 Warszawa.

Dla wojewddztwa dolnoslaskiego i opolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematy-
ki Uniwersytetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

4 Biezace informacje w internecie pod adresem: www.mimuw.edu.pl/0M



