LIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

11 wrzesnia 2002 r. — 10 grudnia 2002 r.

Zadanie 1.  Znalezé wszystkie pary liczb catkowitych dodatnich z, y spelniajacych
rownanie
(x+y)* —2(xy)*=1.

Rozwigzanie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y > 2 mamy
x
(1) xy:x-%+y-§>x+y~

Zatem dla liczb rzeczywistych x,y > 2 prawdziwe sg nierownosci
2(xy)* +1> (zy)* > (2 +y)°,
co oznacza, ze dane réwnanie nie ma rozwiagzan w liczbach naturalnych (a na-

wet rzeczywistych) x,y > 2.

Wobec tego, jesli para (z,y) liczb catkowitych dodatnich spelnia dane w tre-
sci zadania rownanie, to jedna z liczb z, y musi by¢ réwna 1. Przyjmijmy ze
wzgledu na symetrie, ze ta liczba jest . Dane réwnanie przyjmuje woéwczas
postaé (y+1)?—2y? =1. Po uproszczeniu dostajemy y? —2y =0, skad y = 2.

Roéwnanie ma wiec dwa rozwigzania: =1, y=2 oraz xt =2, y=1.
Uwaga
Kluczem do rozwigzania zadania jest nierownosé¢ xy > x +y prawdziwa dla

dowolnych liczb rzeczywistych x,y > 2. Jej krotki dowdd zostat przedstawiony
W powyzszym rozwiazaniu w linijce (1). Inny, réwnie krotki dowod to:

r,y=>2 = (z—1)y-1)=21 & zy>zx+y.

Zadanie 2.  Dana jest liczba rzeczywista aq > 1. Definiujemy ciag (ay) wzorem
(p+1 :a%—an-l—l dla n>1.

Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

1 1 1 1 1
—t—+—+...+—< .
a1 a2 as ap a1—1

Rozwigzanie
Niech b, = a,, — 1. Wowczas dang w tresci zadania zaleznos¢ rekurencyjna
mozemy przepisa¢ w postaci

b1 =bp(by+1) dla n>1.
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7 powyzszego wzoru oraz z nierownosci by > 0 uzyskujemy przez indukcje nie-
réwnoscé b, > 0 dla dowolnego n > 1. Ponadto

111 1 byt1—-1 1 1

bn bps1 bn bp(bn+1) bp(bpt+1) o+l an’
Stad otrzymujemy

1 1 1
. —=
aq a9 as (079
_<1 1> <1 1>+(1 1)+ <1 1>_
S\ b by b3 by Dy by bnt1/)
1 1 1 1 1

czego nalezalo dowiesc.

Zadanie 3.  Trzy rézne punkty A, B, C lezg na okregu o. Proste styczne do okregu o
w punktach A i B przecinajg sie w punkcie P. Prosta styczna do okregu
o w punkcie C' przecina prosta AB w punkcie (). Udowodni¢, ze

PQ?=PB2+QC?.
Rozwigzanie
Niech M bedzie érodkiem odcinka AB
(rys. 1). Wowcezas trojkat PM@Q jest pro-
stokatny. Na mocy twierdzenia Pitagorasa
oraz podobienstwa trojkatow QBC i QCA
otrzymujemy
PQ*=PM*+QM* =
— PB - MB*+QM?=
— PB*+(QM—-MB)(QM+MB) =
=PB*>+QB-QA=PB*+QC?,

co nalezato udowodnié.

rys. 1

Zadanie 4.  Rozpatrujemy zbiér wszystkich k-wyrazowych ciagdw o wyrazach ze zbio-
ru{l,2,3,...,m}. Z kazdego takiego ciagu wybieramy wyraz najmniejszy
i sumujemy wybrane wyrazy. Udowodni¢, ze otrzymana suma jest réwna

1haok gk ok,

Rozwigzanie
Oznaczmy przez L; (i=1,2,...,m) liczbe tych k-wyrazowych ciagéw o wy-
razach ze zbioru {1, 2, 3, ..., m}, ktérych kazdy wyraz jest nie mniejszy niz i.

Ciagi takie to k-wyrazowe ciagi o wyrazach z (m—i+1)-elementowego zbioru
{i,i+1,i+2,...,m}.
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Stad wynika, ze L; = (m—i+1)¥. Zatem liczba ciaggdéw o najmniejszym wyrazie
réwnym i wynosi L — Liy1 = (m—i+1)F — (m —id)".
Suma wszystkich wyrazéw najmniejszych jest wiec réwna
L-(m"—(m—-1"42-(m=1)" = (m—=2)")+3-(m=2)" = (m—=3)")+...
A+ (m=1)- (2" =1F)+m-1F =
—1F ok 43k 4+,
czego nalezalo dowiesc.

Zadanie 5.  Liczba naturalna nj zapisana jest w ukladzie dziesietnym za pomoca
333 cyfr, z ktérych zadna nie jest zerem. Dla i =1, 2, 3, ..., 332 liczba
n;y1 powstaje z liczby n; przez przeniesienie cyfry jednosci na poczatek.
Dowies¢, ze albo wszystkie liczby ny, no, ns, ..., n333 sa podzielne przez
333, albo zadna z nich.

Rozwigzanie

Niech j; (i=1,2,3,...,333) oznacza cyfre jednosci liczby n;. Wowczas dla
1=1,2,...,332 mamy

103335, — 4.
(1) Njy1 = nit 10 JiJi , skad 10n;y1=n;+ (10333 — 1)]@ .
Liczba 103 —1=(10°—1) - (10%°410%*"+10°* +...+10° + 1) jest podzielna
przez 333 oraz liczby 10 i 333 sa wzglednie pierwsze. Z drugiej réwnosci (1)
wynika zatem, ze liczba n; jest podzielna przez 333 wtedy i tylko wtedy, gdy
liczba n; 1 jest podzielna przez 333.

Jesli liczba n; jest podzielna przez 333, to na mocy powyzszego stwierdzenia

uzyskujemy (indukcyjnie) podzielno$¢ przez 333 kazdej z liczb ng,ng, ..., nsss.
Jezeli natomiast liczba nq nie dzieli sie przez 333, to analogicznie jak wyze]
wnioskujemy, ze zadna z liczb ns,ng,...,n333 nie dzieli sie przez 333.

Zadanie 6.  Punkty A, B, C, D leza w tej wladnie kolejnoéci na okregu o. Punkt
M jest $rodkiem tego tuku AB okregu o, ktory nie zawiera punktéow C
i D; punkt N jest $rodkiem tego tuku C'D okregu o, ktéry nie zawiera
punktéw A i B. Dowiesé, ze

AN?-BN? DM?-CM?
AB CD

Rozwigzanie
Z twierdzenia Ptolemeusza (zob. LI Olimpiada Matematyczna, Sprawozda-
nie Komitetu Glownego, Dodatek D, str. 112) zastosowanego do czworokata

AM BN uzyskujemy réwnos¢ BM -(AN+ BN)=MN - AB. Stad
AN?— BN? _(AN—-BN)-MN
AB BM '
Zatem zadanie sprowadza si¢ do wykazania, ze

0 AN—-BN DM-CM
BM —  CN
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Bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze AN < BN; wtedy DM < CM. Niech A’
bedzie punktem symetrycznym do A wzgledem prostej M N (rys. 2). Poniewaz
MN jest dwusieczng kata ANB, punkt A’ lezy na odcinku BN. Ponadto
BM =AM =A'M.

Analogicznie, oznaczajac przez D’ punkt sy-
metryczny do D wzgledem prostej M N wnio-
skujemy, ze punkt D’ lezy na odcinku C'M oraz
CN = D’'N. Na mocy réwnosci

IMBN =IMCN,

trojkaty réwnoramienne BM A’ i CND' sg po-
dobne. Stad

BA"  CD'

BM CN’

co jest rownowazne dowodzonej réwnosci (1).

Zadanie 7. U cioci Reni spotkalo sie (lacznie z ciocia) n >4 oséb. Kazdy z obecnych
podarowal co najmniej jednej z pozostatych oséb co najmniej jeden pre-
zent. Okazalo sie, ze kazdy podarowal trzykrotnie wiecej prezentéw niz
sam otrzymal, z jednym wyjatkiem: ciocia Renia podarowata zaledwie %
liczby prezentow, ktore dostata. Wyznaczy¢, w zaleznosci od n, najmniej-
sza mozliwa liczbe prezentow, ktére mogta otrzymac ciocia Renia.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez x; (i=1,2,...,n—1) liczbe prezentéw otrzymanych przez
1-tego goscia cioci Reni oraz niech xp oznacza liczbe prezentéw, ktére otrzy-
mata ciocia Renia. Wowczas taczna liczba prezentéw wynosi

n—1 n—1 1 n—1 5
1 T,+TRr= 3r;+—-xr, skad T, =—XTR.
( ) Z_Zl R ; 6 R Q z; 12 R

Zatem liczba xp jest podzielna przez 12, powiedzmy xp = 12k, gdzie k jest
pewna liczbg catkowita nieujemna.

Poniewaz kazda osoba podarowata co najmniej jeden prezent, wiec musiata
ona takze otrzymac przynajmniej jeden upominek. Stad wnioskujemy, ze x; > 1
dlai=1,2,...,n—1, co na mocy drugiej réwnosci (1) daje 5k >n—1. Poniewaz
liczba k jest catkowita, wiec ostatnia nieréwno$c jest rownowazna nieréwnosci
k> [(n—1+44)/5], gdzie [a] oznacza najwicksza liczbe calkowita nie wicksza
niz a. Zatem

n—i—S}

Tp> 12 [T

Pozostaje wykazaé, ze przy spetnieniu warunkéw zadania mozliwe jest, aby
ciocia Renia dostata doktadnie 12[(n+3)/5] prezentéw.

Zatozmy, ze n—1 =5k —r, gdzie r=0,1,2,3,4, zas k jest pewng liczba catko-
wita dodatnia. Podzielmy n—1 gosci cioci Reni na (co najwyzej) trzy roztaczne
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grupy:
Ay, Ag,... Asg—p, B1,Ba,...,Boy—r, C1,Cy,...,C,.

(Poniewaz n>4, wiec 2k—r>0.) Nastepnie posadzmy wszystkie osoby A; oraz
C; przy okraglym stole i przyjmijmy, ze:

1. Kazda osoba A;, C; daje 1 prezent osobie siedzacej po jej prawej stronie;
2. Kazda osoba A; daje 2 prezenty cioci Reni;

3. Kazda osoba B; daje 3 prezenty cioci Reni;

4. Kazda osoba C; daje 5 prezentow cioci Reni;

5. Ciocia Renia daje po 1 prezencie kazdej osobie B; oraz C;.

W ten sposob kazda osoba A; oraz B; podarowata 3 prezenty, za$ otrzymalta
jeden, natomiast kazda osoba C; data 6 prezentéw, a sama dostata dwa. Zatem
kazdy go$¢ cioci Reni podarowat trzykrotnie wiecej prezentéw niz sam dostat.
Z. kolei ciocia Renia otrzymata

2(3k —r)+3(2k —r)+5r =12k = 12[(n+3) /5]

prezentéw, sama zas podarowalta 2k upominkéw, czyli szeSciokrotnie mniej.

Odp.: Ciocia Renia mogta otrzymaé co najmniej 12[(n+3)/5] prezentow.

Zadanie 8. W czworoécianie ABC'D punkty M i N sa odpowiednio §rodkami kra-
wedzi AB i CD. Punkt P lezy na odcinku M N, przy czym MP=CN
oraz NP = AM. Punkt O jest srodkiem sfery opisanej na czworo$cianie
ABCD. Dowiesc, ze jezeli O # P, to OP L. M N.

Rozwigzanie

Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

a=40OPM, a=AM=MB=NP, b=CN=ND=MP, z=0P.
Wéwczas na mocy twierdzenia cosinuséw mamy
(1) OM? =+ 2%+ 2bxcosa oraz ONZ=da’+2%—2azcosa.
Ponadto korzystajac z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
(2) OM?+a*=0A*=0D*=0ON?*+b.
Odejmujac stronami réwnosci (1) oraz wykorzystujac zaleznosé (2) uzyskujemy

2(a+b)xrcosa=0. Stad «=90°, czyli OP L M N.

Zadanie 9.  Znalezé wszystkie wielomiany W o wspétcezynnikach rzeczywistych, ma-
jace nastepujaca wlasnos¢: jesli x +y jest liczba wymierna, to

W(z)+W(y)

jest liczbg wymierna.



Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze warunki zadania sg spetnione przez kazdy wielomian
postaci W(z)=azx+b, gdzie a i b sa liczbami wymiernymi.

Udowodnimy, ze sa to wszystkie wielomiany o wtasnosci podanej w zadaniu.

Niech W bedzie wielomianem spelniajacym warunki zadania. Dla liczby
wymiernej ¢ rozwazamy wielomian P(z) =W (q+xz)+W(q—x). Wielomian P
przyjmuje wartosci wymierne dla wszystkich argumentéw rzeczywistych x, jest
wiec wielomianem statym réwnym P(0)=2W(q). Stad wynika, ze dla dowolnej
liczby catkowitej n zachodzi réwno$é W(n—1)4+W(n+1)=2W(n), czyli

Wn)—Wmn—-1)=W(n+1)—W(n).

Niech V(z) =W (x) —ax—0b, gdzie a=W (1) —W(0) oraz b=W(0). Wowczas
V(0)=V (1) =0 oraz dla dowolnej liczby catkowitej n zachodzi réwnosé

Vin)—V(in—-1)=V(n+1)—V(n).

Zatem wielomian V' przyjmuje wartos¢ 0 dla wszystkich argumentow catkowi-
tych, musi wiec by¢ wielomianem zerowym, a w konsekwencji W (z) = az +b.

Zadanie 10. Mamy talie 52 kart. Tasowaniem bedziemy nazywaé¢ wykonanie nastepu-
jacych czynnoéci: dowolny podzial talii na czes¢ gérng i dolna, a nastepnie
dowolne zmieszanie kart z zachowaniem porzadku w obrebie kazdej czesci.
Mowiac formalnie, tasowaniem jest dowolne przemieszanie kart, w kto-
rym ¢-ta karta od wierzchu przechodzi na pozycje p;, przy czym istnieje
takie me {1, 2,3, ..., 51}, ze p; <p;1 dla i <m oraz dla i >m.
Rozstrzygnaé, czy rozpoczynajac od ustalonego poczatkowego uporzad-
kowania kart, mozna uzyskaé¢ kazde inne uporzadkowanie wykonujac piec¢
tasowan.

Rozwigzanie

Udowodnimy, ze po pieciu tasowaniach nie mozna uzyskaé¢ porzadku od-
wrotnego do wyjsciowego.

Zauwazmy, ze karty, ktore podczas pewnego tasowania znalazly sie w tej
samej czesci, nie zmieniaja wzajemnego porzadku po tym tasowaniu.

Sposrod 52 kart podczas pierwszego tasowania w jednej z czesci znajdzie sie
co najmniej 26 kart. Sposrod tych 26 kart co najmniej 13 znajdzie sie w jedne]
czesci takze podczas drugiego tasowania.

Rozumujac podobnie dalej wnioskujemy, ze istnieje co najmniej 7 kart, ktore
beda sie znajdowaly w tej samej czeSci przez pierwsze trzy tasowania. Co
najmniej 4 z nich bedag w tej samej czesci takze przy czwartym tasowaniu,
a pewne dwie po wszystkich pieciu tasowaniach. Zatem zawsze bedg istniaty
dwie karty, ktore przez pie¢ tasowan nie zmienig wzajemnego potozenia.

Nie mozna wiec uzyskaé¢ kart w porzadku odwrotnym do wyjsciowego, gdyz
wtedy kazde dwie karty musiatyby zmieni¢ wzajemng kolejnosé.
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Zadanie 11. Dany jest czworokat wypukly ABCD. Punkty P i Q, rézne od wierz-
chotkéw czworokata, leza odpowiednio na bokach BC' i CD, przy czym
YBAP = 4DAQ. Udowodnié, ze tréjkaty ABP i ADQ maja réwne pola
wtedy i tylko wtedy, gdy ich ortocentra leza na prostej prostopadle]
do AC.
Uwaga: Ortocentrum tréjkata to punkt przeciecia wysokosci.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez K, L rzuty prostokatne punk-
tow A, B odpowiednio na proste BC', AP (rys. 3).
Niech ponadto H oznacza ortocentrum trojkata
ABP oraz niech X bedzie rzutem prostokatnym
punktu H na prosta AC.
Korzystajac z podobienstwa trojkatow prosto-
katnych AHL i APK otrzymujemy
AH AP
AL AK’
Analogicznie, z podobienstwa trojkatéw prosto-
katnych AHX i ACK uzyskujemy zaleznos¢

B

AH AC
AX  AKS
Wprowadzmy nastepujace oznaczenie: D
a=<IBAP=<DAQ. rys. 3

7 nieréwnoséci $BAD < 180° wynika, ze o < 90°. Zatem
(1) AC-AX=AH-AK=AP-AL=AP-BL -ctga=2[ABP]-ctga,
gdzie [TUW] oznacza pole trojkata TUW .

Oznaczmy przez Y rzut prostokatny ortocentrum tréjkata AD() na prosta
AC'. Woéwcezas, analogicznie jak wyzej, otrzymujemy zaleznosé

(2) AC-AY =2[ADQ)]-ctga.

Poréwnujac rownosci (1) oraz (2) wnioskujemy, ze [ABP]=[ADQ| wtedy
i tylko wtedy, gdy AX = AY. Ostatnia réwnosé jest rownowazna stwierdze-
niu, ze ortocentra trojkatow ABP i ADQ leza na prostej prostopadiej do AC,
jesli przekonamy sie, ze punkty X i Y lezg na prostej AC' po tej samej stronie
punktu A.

W tym celu wykazemy, ze punkt X lezy na potprostej AC™. Poniewaz
a < 90°, wiec punkt H lezy na poéiprostej AK—. Ponadto trojkat AKC' jest
prostokatny (lub K =C'), wiec rzut prostokatny potprostej AK ™~ na prosta AC
pokrywa sie z potprostg AC™. Stad bezposrednio wynika, ze punkt X lezy na
polprostej AC ™. Analogicznie dowodzimy, ze punkt Y lezy na pétprostej AC™,
co konczy rozwiazanie zadania.



Uwaga

Rysunek 3 przedstawia przypadek, w ktérym trojkaty ABP i ADQ) sa ostro-
katne. Zaprezentowane rozwigzanie pozostaje jednak w mocy dla kazdej innej
konfiguracji spetniajacej warunki zadania.

Zadanie 12. Dla liczb dodatnich a, b, ¢, d okreslamy
A=+ P+ +d%, B=bed+cda+dab+abe.
Udowodni¢ nieréwnosé
(a+b+c+d)3<4A+24B .

Rozwigzanie
Niech S =a+b+c+d. Wtedy S®=A+6B+3Q, gdzie

Q=a*(b+c+d)+b*(c+d+a)+c(d+a+b)+d* (at+b+c)=
= a*(S—a)+b*(S—b)+c*(S—c)+d*(S—d)=
=a(Sa—a?)+b(Sb—b*)+c(Sc—c?)+d(Sd—d?*).

Korzystajac z nierownosci
S\ 2 S?
0<(z—=) =a*—Sz+—
(+-2) i

prawdziwej dla dowolnej liczby rzeczywistej x otrzymujemy

S? S? S? S?
Sa—a2<Z, Sb—b2<z, Sc—c2<z oraz Sd—d2<Z.
Zatem
S2 88 393
Q< (a+b+c+d)-zzz, skad 53<A+63—|—T,
co daje S® <4A+24B, czyli nieréwnosé, ktora nalezato udowodnié.

(wp, juwr)
* >|< *

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem:
Www.om.edu.pl



