LIV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego

21 lutego 2003 r. (pierwszy dzien zawod6w)

1. Dowies¢, ze istnieje taka liczba catkowita n > 2003, ze w ciagu

kazdy wyraz jest dzielnikiem wszystkich wyrazéw po nim nastepujacych.

2. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o. Dwusieczne katow DAB
i ABC przecinaja sie w punkcie P, a dwusieczne katow BC'D i C'D A przecinaja
sie w punkcie ). Punkt M jest srodkiem tego tuku BC okregu o, ktory nie
zawiera punktéw D i A. Punkt N jest $rodkiem tego tuku DA okregu o,
ktory nie zawiera punktow B i C. Dowies¢, ze punkty P i () leza na prostej
prostopadtej do M N.

3. Dany jest wielomian W (x) = 2% — 323 +52% — 92. Wyznaczy¢ wszystkie
pary roznych liczb catkowitych a, b spetniajacych réwnanie

W(a)=W(b).

Informacje dla uczestnika zawodoéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwiazywania nalezy przepisaé tekst kazdego zadania na oddziel-
nym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

4. W przypadku konieczno$ci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podniesé reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trakcie
jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodow nie wolno korzystaé¢ z kalkulatoréw.
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4. Wykazac, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 istnieja liczby catkowite x,
Y, k spetiajace warunki: 0 < 2k < p oraz

kp+3=a>+17°.

5. Punkt A lezy na zewnatrz okregu o o $rodku O. Z punktu A poprowa-
dzono dwie proste styczne do okregu o odpowiednio w punktach B i C. Pewna
styczna do okregu o przecina odcinki AB i AC odpowiednio w punktach F
i F'. Proste OF i OF przecinaja odcinek BC' odpowiednio w punktach P i Q).
Udowodni¢, ze z odcinkéw BP, PQ i (QC mozna zbudowaé trojkat podobny
do tréjkata AEF.

6. Kazdej parze liczb calkowitych nieujemnych (z,y) jest przyporzadko-
wana liczba f(z,y) zgodnie z warunkami:

f(0,0)=0;
f2x,2y)=fQRx+1.2y+1)= f(z,y),
fQx+1,2y)=f(2z,2y+1)=f(x,y)+1 dla z,y>0.
Niech n bedzie ustalona liczba catkowitg nieujemng i niech a, b beda takimi
liczbami catkowitymi nieujemnymi, ze f(a,b) =n. Rozstrzygnaé, ile jest liczb
x spehliajacych rownanie

fla,z)+ f(bx)=n.

Informacje dla uczestnika zawoddw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwigzywania nalezy przepisac tekst kazdego zadania na oddziel-
nym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisa¢ rozwigzan réznych zadan.

4. W przypadku konieczno$ci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trakcie
jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodow nie wolno korzysta¢ z kalkulatorow.



