LIV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

21 lutego 2003 r. (pierwszy dzien zawod6w)

Zadanie 1.  Dowiesé, ze istnieje taka liczba calkowita n > 2003, ze w ciagu

(0) (1) (2) - (anea)

kazdy wyraz jest dzielnikiem wszystkich wyrazéw po nim nastepujacych.

Rozwigzanie
Liczba (') jest podzielna przez () wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
(kil)_ n! k!-(n—k)!_n—k_n+1_1
) k+D!(n—k-1)! nl k+1 k+1

jest catkowita. Zatem liczba n spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba n+1 jest podzielna przez kazda z liczb 1, 2, 3, 4, ..., 2003. Taka
liczba jest na przyktad n=2003!—1.

Zadanie 2.  Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o. Dwusieczne katéw DAB
i ABC przecinajg sie w punkcie P, a dwusieczne katow BC'D i C'D A prze-
cinaja sie w punkcie Q. Punkt M jest srodkiem tego tuku BC' okregu o,
ktory nie zawiera punktow D i A. Punkt N jest srodkiem tego tuku DA
okregu o, ktéry nie zawiera punktow B i C. Dowiesé, ze punkty P i )
leza na prostej prostopadtej do M N.
Rozwigzanie
Zat6zmy najpierw, ze proste AD i BC' sg réwnolegte. Wowcezas czworokat
ABCD jest trapezem réwnoramiennym. Jego podstawy BC i AD sa prosto-
padte do prostej M N. Ponadto punkty P i ) leza na prostej réwnoleglej do

podstaw trapezu i réwnoodlegtej od nich. Stad teza.

A

rys. 1 rys. 2

Przyjmijmy z kolei, ze proste AD i BC' nie s réwnolegte i przecinaja sie
w punkcie S (rys. 1). Punkt P jest srodkiem okregu stycznego do odcinkow
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AB, BC, DA, za$ punkt @ jest srodkiem okregu stycznego do odcinkow C'D,
BC, DA. Stad wynika, ze punkty P, () leza na dwusiecznej kata ASB. Nalezy
zatem wykazac¢, ze dwusieczna ta jest prostopadta do prostej M N.

Oznaczmy przez K, L odpowiednio punkty przeciecia odcinka M N z pro-
stymi BC', AD (rys. 2). Zadanie bedzie rozwiazane, jesli wykazemy, ze tréjkat
SKL jest rownoramienny.

Przez punkty M i N poprowadzmy proste styczne do danego okregu. Proste
te sa réwnolegte odpowiednio do prostych BC' i AD oraz wyznaczaja — razem
z prosta M N — trojkat réwnoramienny M N X . Stad

JSKL=9XMN =<4XNM =<4SLK .

Otrzymana réwnosé¢ dowodzi, ze trojkat SK L jest rGwnoramienny, co konczy
rozwigzanie zadania.

Zadanie 3.  Dany jest wielomian W (z) = z* — 323 4 522 — 92. Wyznaczyé wszystkie
pary réznych liczb catkowitych a, b spelniajacych réwnanie

W(a)=W(b).
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze W (x) = (r—1)(x —2)(2*+3) —6. Dla n > 3 zachodza wiec
nieréwnosci
Wmn)+6=(mn—-1)(n—2)(n*+3)=(n*—-3n+2)(n*+3) <
< (n*=2n+4)(n*+n)=nn+1)((n—1)>+3)=

=W(—n+1)+6,
a ponadto
W(—n+1)+6< (n*—n)(n’+2n+4) =n(n—1)((n+1)2+3) =
=W(n+1)+6.

Stad otrzymujemy
(1)  W@E)<W(=2)<W(4)<W(=3)<W(B)<W(—-4)<W(6)... .

Zatem wartosci wielomianu W w punktach —2, £3, 4, ... sa parami rozne.
Bezposrednio obliczamy, ze

W(-1)=18, W(0)=0, W(l)=—-6, W(2)=-6, W(3)=18,

za$ z nieréwnosci (1) wnioskujemy, ze wartosci wielomianu W w pozostatych
punktach catkowitych sa wigksze od W (3)=18. Stad otrzymujemy tacznie
cztery pary liczb speliajacych warunki zadania:

(-1,3), (3,-1), (L,2), (2.1).
(wp, jwr)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4.  Wykazaé, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 3 istniejg liczby calkowite =,
Y, k speliajace warunki: 0 <2k < p oraz

k:p+3:a;2+y2.

Rozwigzanie
Niech A bedzie zbiorem liczb postaci 22, gdzie 0 <z < p/2, natomiast B
zbiorem liczb postaci 3—12, gdzie 0 <y < p/2; liczby x, y sa catkowite. Wyka-
zemy, ze liczby ze zbioru A daja rézne reszty z dzielenia przez p.
Przypuséémy, ze liczby 22, 3 ze zbioru A daja taka sama reszte z dzielenia

przez p. Wtedy

p‘IE%_x%v

skad mamy podzielnosé¢
p| (@1 —z9)(21+22).

Poniewaz 0 < x1,79 < p/2, wiec —p/2 <x1—x9<p/2 oraz 0 <x1+x9 <p. Stad
oraz z powyzszej podzielnosci wnioskujemy, ze 1 = x».

Zatem liczby ze zbioru A daja rézne reszty z dzielenia przez p. Analogicznie
dowodzimy, ze liczby ze zbioru B daja rozne reszty z dzielenia przez p.

Poniewaz zbiory A i B maja tacznie p+1 elementéw, wiec istnieja dwie
liczby — jedna ze zbioru A, druga ze zbioru B — dajace z dzielenia przez p te
samg reszte. Niech #2 i 3—12? bedg tymi liczbami. Woéwczas liczba 22 +3% — 3
jest podzielna przez p, mamy wiec

kp+3 =22 +y?
dla pewnej liczby catkowitej k. Poniewaz p> 3, wiec k jest liczba dodatnia oraz
_ T4y =3 (/2 +@/2)° _p
p p 2

Warunki podane w tresci zadania sg wiec spetnione.

k

Zadanie 5.  Punkt A lezy na zewnatrz okregu o o $rodku O. Z punktu A popro-
wadzono dwie proste styczne do okregu o odpowiednio w punktach B
i C. Pewna styczna do okregu o przecina odcinki AB i AC' odpowiednio
w punktach F i F. Proste OF i OF przecinaja odcinek BC' odpowied-
nio w punktach P i ). Udowodnié, ze z odcinkéow BP, P@Q i QC mozna
zbudowaé trojkat podobny do tréjkata AEF.
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Rozwigzanie

Oznaczmy przez X punkt stycznosci okregu o z prosta EF (rys. 3). Z roéw-
nosci

EB=FEX oraz JSBEP=<XEP
wynika, ze trojkaty BEP oraz X EP sa przystajace. Zatem BP =X P.

Analogicznie dowodzimy réwnosé C'Q) = X@Q. To
oznacza, ze trojkat PQX jest zbudowany z odcinkéw
BP, PQ oraz QQC.

Pozostaje wykazaé, ze trojkat PQX jest podobny
do tréjkata FEA. Oznaczmy: SFEA=a, JEFA=13.
Trojkat ABC' jest rownoramienny, skad obliczamy, ze
JABC = §(a+f3). Ponadto $BEP =90° — ;a. Dwie F
ostatnie réwnosci implikuja

o 1
SBPE =90° — 30,
co daje w rezultacie
IXPQ=180°—24BPE=0.

Analogicznie dowodzimy, ze ¥XQP = «, co konczy
rozwiazanie zadania. rys. 3

A

Zadanie 6.  Kazdej parze liczb calkowitych nieujemnych (x,y) jest przyporzadkowana
liczba f(x,y) zgodnie z warunkami:
f(0,0)=0;
fx,2y)=fQz+1,2y+1) = f(z,y),
f2x+1,2y)=f(22,2y+1)= f(z,y)+1 dla z,y>0.
Niech n bedzie ustalong liczba calkowita nieujemng i niech a, b beda
takimi liczbami catkowitymi nieujemnymi, ze f(a,b) =n. Rozstrzygnaé,
ile jest liczb = spelniajacych rownanie

fla, )+ f(b,x) =n.
Rozwigzanie
Udowodnimy nastepujacy lemat dajacy inny opis funkcji f.

Lemat
Niech k bedzie liczba catkowita dodatniag oraz niech x, y beda liczbami
catkowitymi nieujemnymi mniejszymi od 2¥. Niech

Ch—1Ck—2...C2C1Co(9) Oraz dp_1dp_9 .. .d2d1d0(2)

beda zapisami dwédjkowymi odpowiednio liczb x i y, przy czym dopuszczamy
zera poczatkowe. Wowcezas
k—1
flay) =) lei—di .
i=0
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(Zatem f(x,y) jest liczba miejsc dwdjkowych, na ktérych liczby = 1 y maja
rézne cyfry.)
Dowdéd lematu

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny ze wzgledu na k. Dla k=1 teza lematu
wynika bezposrednio z rownosci

F(0,0)= F(1,1)=0 oraz  f(0,1)= f(1,0)=1.

Niech k£ bedzie taka liczba catkowita, dla ktorej teza lematu jest prawdziwa
oraz niech z, y bedg dowolnymi liczbami catkowitymi nieujemnymi mniejszymi
od 2F*1. Zapiszmy liczby z, y w uktadzie dwéjkowym:

T = CkCr—1Ck—2...C2C1C0(2) s Y= dpdp_1dp_o ... d2d1d0(2) )

Z: zatozenia indukcyjnego wynika, ze teza lematu jest speliona dla liczb

T = CkCh—1Ck—2--.C2C1(9) s Yo =dpdp—1d—2...dady (9,

mamy wiec f(zo,yo) =|c1 —di|+ |ca —da|+...+|ck — di|. Ponadto = =2x¢+ ¢
oraz y =2y +dy, skad na mocy warunkéw podanych w tresci zadania wynika,
ze f(z,y) = f(zo,y0) +|co—do|. Zatem

k
fla,y)=> lei—dil .
i=0

Dowdd lematu zostatl zakonczony.

Przechodzimy teraz do rozwigzania zadania. Niech

a=0ak-10k—-9... a2a1a0(2) , b= bkflbkfg . 525160(2) , T =Ck-1Cp—2.. .620160(2) .

Wowczas réwnosé f(a,x)+ f(b,z) = f(a,b) jest rbwnowazna réwnosci

k-1

Z’Ci—ai‘+|6¢—bi‘ — |bi—ai| =0.

i=0
Poniewaz liczby |¢; — a;|+ |¢; — b;| — |b; — a;| moga przyjmowaé tylko wartosci 0
(gdy a; #b; lub a;=b;=¢;) lub 2 (gdy a;=b; #¢;), zatem dlai=0,1,2, ..., k—1
zachodzi warunek

aﬁébZ lub CLZ':bZ':CZ‘.

Mozemy wiec przy ustalonych a i b opisa¢ wszystkie liczby x spetniajace réwna-
nie f(a,x)+f(b,x)= f(a,b). Na tych pozycjach zapisu dwdjkowego, na ktoérych
liczby a i b maja rézne cyfry, liczba x moze mieé¢ cyfre dowolng. Na tych pozy-
cjach, na ktorych cyfry liczb a i b sg takie same, liczba x musi mieé¢ cyfre taka
jak liczby a i b. Przy konstrukecji liczby & mozemy wiec dowolnie dobraé cyfry
na f(a,b) pozycjach.
Liczba rozwigzan danego w zadaniu réwnania jest wiec rowna 2".
(wp, jwr)



