LIV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

14 kwietnia 2003 r. (pierwszy dzien zawodow)

1. W tréjkacie ostrokatnym ABC' odcinek C'D jest wysokoscia. Przez sro-
dek M boku AB poprowadzono taka prosta przecinajacg potproste CA i CB
odpowiednio w punktach K i L, ze CK =CL. Punkt S jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie CK L. Wykazac, ze SD =S5M.

2. Liczba a jest dodatnia i mniejsza od 1. Dowie$¢, ze dla kazdego skonczo-
nego, Scisle rosnacego ciagu nieujemnych liczb catkowitych (ky, ..., k;,) zachodzi
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3. Wyznaczy¢ wszystkie wielomiany W o wspotezynnikach catkowitych,
spetliajace nastepujacy warunek: dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2"—1
jest podzielna przez W (n).

Informacje dla uczestnika zawodow

1. Czas trwania zawod6éw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwiazywania nalezy przepisac tekst kazdego zadania na oddziel-
nym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

4. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie
jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodow nie wolno korzystac¢ z kalkulatoréw.



LIV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego

22 lutego 2003 r. (drugi dzieh zawodéw)

4. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite x, vy, z, ze
O<r<y<z<p.

Wykazaé, ze jesli liczby 23, 3, 2% daja takie same reszty przy dzieleniu przez
p, to liczba 2% 4+ y? + 22 jest podzielna przez x +y+ 2.

5. Sfera wpisana w czworoscian ABC'D jest styczna do sciany ABC' w punk-
cie H. Druga sfera jest styczna do sciany ABC' w punkcie O oraz jest styczna
do ptlaszczyzn zawierajacych pozostale Sciany tego czworoscianu w punktach,
ktore do czworo$cianu nie nalezg. Dowiedé, ze jezeli O jest $rodkiem okregu
opisanego na tréjkacie ABC, to H jest punktem przeciecia wysokosci tego
trojkata.

6. Niech n bedzie dodatnig liczbg catkowita parzysta. Udowodnié, ze ist-
nieje permutacja (x1,Zs,...,x,) zbioru {1,2,...,n}, spetiajaca dla kazdego
i€{l,2,...,n} warunek:

xiv1 jest jedna z liczb 2z;, 2x;,—1, 2x;,—n, 2x;—n—1,

przy czym Xy = Tj.

Informacje dla uczestnika zawoddw

1. Czas trwania zawod6éw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwiazywania nalezy przepisaé tekst kazdego zadania na oddziel-
nym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym arkuszu
nie nalezy pisa¢ rozwiazan réznych zadan.

4. W przypadku konieczno$ci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp., nalezy
podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trakcie
jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé¢ z kalkulatoréow.



