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14 kwietnia 2003 r. (pierwszy dzien zawodow)

Zadanie 1. W tréjkacie ostrokatnym ABC odcinek C'D jest wysokoScig. Przez $rodek
M boku AB poprowadzono taka prosta przecinajaca péiproste CA i CB
odpowiednio w punktach K i L, ze CK =CL. Punkt S jest $rodkiem
okregu opisanego na tréjkacie C K L. Wykazac, ze SD=SM.

Rozwigzanie

Z: twierdzenia Menelausa zastosowanego do
trojkata ABC' otrzymujemy

CK AM BL

AK MB CL

Niech F bedzie drugim punktem przecigcia pro-

stej C'S z okregiem opisanym na trojkacie CK L

(rys. 1). Z réwnosci CK = CL wynika, ze

EK =FL. Ponadto SAKE=90°=<BLE.

Zatem trojkaty prostokatne AKE oraz BLE sa
przystajace. Stad uzyskujemy AE = BE, czyli
EM 1 AB, a to daje CD || EM.

Poniewaz S jest srodkiem odcinka C'E, wiec jego rzut prostokatny na prosta
AB pokrywa sie ze srodkiem odcinka DM. Stad SD = SM.

1, skad AK=BL.

Zadanie 2. Liczba a jest dodatnia i mniejsza od 1. Dowiesé, ze dla kazdego skonczo-
nego, scisle rosnacego ciagu nieujemnych liczb catkowitych (ki,...,ky,)
zachodzi nieréwnos¢

n 2 n
. 1+a .
ki 2k;
(E a ) < " é a“",
i=1 1=1

Rozwigzanie
Stosujemy indukcje wzgledem n. Dla n =1 nier6wnos¢ ma postac
1
1< +a
l—a

i oczywiscie jest spelniona. Ustalmy n > 2 i zatézmy, ze nieréwnos¢ jest spet-
niona dla kazdego rosnacego ciagu dtugosci n—1. Wezmy pod uwage dowolny
rosnacy ciag dtugosci n: 0 < ky < ko <...<k,. Dzielac dowodzong nieréwnos¢
stronami przez a**1 mozemy bez straty ogélnosci przyjaé, ze k; =0. Wowczas

(1) (gakl)Z:(1+gaki>2:1+2§aki+<gaki>2.
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Z nieréwnosci 0 < ko < k3 <... <k, oraz 0 <a <1 wynika, ze
n kn,

Zaki < Zaj <
i=2 j=1

Stad, z réwnosci (1) oraz z zatozenia indukcyjnego uzyskujemy

n

n 2 n
(ZakZ) <14 2a 1+az 2h; _ 1+a (1+Za2ki):i—z Zani'
i=1 i=1

1=2

To konczy krok indukcyjny i rozwigzanie zadania.

Zadanie 3.  Wyznaczyé wszystkie wielomiany W o wspélezynnikach catkowitych, spel-
niajace nastepujacy warunek: dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2" —1
jest podzielna przez W (n).
Rozwigzanie
Niech W (x)=ap+aix+...+a,x" bedzie wielomianem o wspdtczynnikach
catkowitych, speliajacym rozwazany warunek. Przypusémy, ze dla pewnej
liczby naturalnej k warto$¢ W (k) jest rozna od 11 od —1; ma wiec dzielnik
pierwszy p. Niech m =k+p. Réznica W(m)—W (k) jest suma réznic postaci
a;(m’ —k7), ktoére sa liczbami podzielnymi przez m—k, czyli przez p. Zatem
W (m) dzieli sie przez p.
7 warunku zadania wynika, ze p jest dzielnikiem liczb 2¥ —1 oraz 2™ —1;
jest wiec nieparzystym dzielnikiem pierwszym liczby 27 —2F = 2%(2P — 1), czyli
jest dzielnikiem liczby 2P — 1. To jednak nie jest mozliwe, bowiem

e () ()

a wartos$ci symbolu Newtona (f) sg dla ¢=1,...,p—1 liczbami podzielnymi
przez p.

Sprzeczno$¢ dowodzi, ze W (n)==+1 dla kazdej liczby naturalnej n. Stad
wniosek, ze W jest wielomianem réwnym tozsamosciowo 1 lub réwnym tozsa-
mosciowo —1. Oczywiscie kazdy z tych dwoch wielomianéw spetnia postulo-
wany warunek.

(mek, wp, jwr)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4.  Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby calkowite x, v, z, Ze
O<zr<y<z<p.
Wykazaé, ze jesli liczby 23, y3, 23 daja takie same reszty przy dzieleniu
przez p, to liczba 2% +1y%+ 22 jest podzielna przez x +vy+ 2.

Rozwigzanie

Poniewaz liczba y3 — 23 = (y — 2)(2® + 2y +y?) jest podzielna przez p oraz
0<y—x<p, wiec liczba 22 +xy+y? jest podzielna przez p. Podobnie liczby
y? +yz+ 22 oraz 1’ + 2z + 2 sa podzielne przez p. Zatem liczba

(@ +ay+y?) = (P +yz+25) = (@ —2) (@ +y+2).

jest réwniez podzielna przez p, co implikuje podzielnosé przez p liczby x+y+z.
Liczba ta jako mniejsza od 3p jest wiec rowna p lub 2p.

7 podzielnodci przez p liczb 22 +xy+y?, y?+yz+2% oraz x?+ 22+ 2 wynika
podzielnos¢ przez p ich sumy pomnozonej przez 2, czyli liczby

2(220° + 202 + 222 Fay+yz+a2) =3(2 + 97+ 22) + (x+y+2)2.

7, danych w tresci zadania nierownosci wnioskujemy, ze p > 3, co w potaczeniu
7z powyzszg réwnoécig dowodzi podzielnoéci przez p liczby 2 4y + 22

Zatem w przypadku z +y+ z =p zadanie zostalo rozwigzanie. Jesli zas
T +1y+2=2p, to z réwnosci (z+y-+2)? =22 +y*+ 22 +2(xy +yz + 2x) wynika,
ze liczba 2 +y?+ 22 jest parzysta. Jest ona réwniez podzielna przez p, a zatem
dzieli sie takze przez x+y+ z.

Zadanie 5.  Sfera wpisana w czworoécian ABC D jest styczna do éciany ABC w punk-
cie H. Druga sfera jest styczna do $ciany ABC w punkcie O oraz jest
styczna do plaszczyzn zawierajacych pozostate Sciany tego czworo$cianu
w punktach, ktére do czworoscianu nie naleza. Dowies¢é, ze jezeli O jest
srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC, to H jest punktem prze-
ciecia wysokosci tego trojkata.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez K i L punkty stycznosci sfery wpisanej w czworos$cian

ABCD odpowiednio ze Scianami ACD i BC'D. Niech ponadto P i () beda

punktami stycznosci drugiej rozwazanej w tresci zadania sfery, odpowiednio

z plaszczyznami AC'D i BCD. Woéwczas trojkaty KCP i LC(Q sa przysta-

jace (cecha bok-bok-bok). Obréémy trojkat KCP wokét prostej AC tak, aby

punkt K przeszedl na punkt H; niech przy tym obrocie P przejdzie na P’. Po-
dobnie, obré¢émy trojkat LC'Q) wokét prostej BC tak, aby punkt L przeszedt
na punkt H; niech przy tym obrocie ) przejdzie na @'
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Dalsza cze$¢ rozwiazania rozgrywa sie w ptaszczyznie trojkata ABC': Troj-
katy HCP' i1 HCQ' sa przystajace, wiec P'Q)’ L CH. Ponadto czworokaty
AOCP' i BOCQ' sa rombami, co implikuje AB || P'Q)’. Zatem CH 1 AB.

Analogicznie dowodzimy, ze BH | AC, a to oznacza, ze H jest punktem
przeciecia wysokosci trojkata ABC.

Zadanie 6.  Niech n bedzie dodatnig liczbg catkowity parzysta. Udowodnié, ze istnieje
permutacja (z1,x2,...,2,) zbioru {1,2,...,n}, spelniajaca dla kazdego
i€{1,2,...,n} warunek:

Ziy+1 jest jedna z liczb 2x;, 2x;—1, 2x;—n, 2x;—n—1,

przy czym Tp41=21.

Rozwigzanie
L . 2 gdy ©<n/2, _ B
Przyjmijmy oznaczenia: f(x)= 2e—n ody x>n/2 g(x)=f(x)—1.
Rozwazamy graf skierowany o n wierzchotkach ponumerowanych 1,2,...,n,

w ktérym z punktu (wierzchotka) x wychodza dwie zorientowane krawedzie:
do punktu f(z) i do g(x). Teza sprowadza sie do istnienia zamknietej Sciezki,
przechodzacej przez kazdy wierzchotek doktadnie jeden raz (cyklu Hamiltona).

Startujac od wierzchotka o numerze 1 i dziatajac funkcjami f, g, mozemy
uzyskaé¢: w jednym kroku — punkty 11 2; w dwéch krokach — punkty 1, 2, 3, 4;
w trzech krokach — punkty od 1 do 8; itd. Wida¢, ze kazdy punkt jest osiagalny
z wierzchotka 1.

Niech S: x1 — x9 — ... — x,, bedzie najdtuzsza Sciezka, przechodzaca przez
rozne wierzchotki, wsrod ktoérych jest wierzchotek o numerze 1. Obie wycho-
dzace z punktu x,, krawedzie trafiaja w pewne punkty $ciezki S (w przeciwnym
razie $ciezke datoby sie przedtuzy¢). Mamy wiec krawedzie z,, — xg, T — 24
(k,0<m, k+#/{); niech np. f(x,) =2k, g(zn) =2

Przypus$émy, ze k,¢ > 1. Wowczas

YIRS {f(xk—l),g(ﬂfk—l)}, YAS {f(xf—l)’g(xf—l)}-

Funkcja f przyjmuje tylko wartosci parzyste, a g wartosci nieparzyste. Ponadto
kazda z réwnosci f(z) = f(y) i g(x) =g(y) implikuje x =y (mod n/2). Zatem
rp=f(rp-1)=f(Tm), xe=g(xe-1)=9(TN),
skad ©,, =xp_1 =241 (mod n/2) — sprzecznosé, bo x,, xx_1, T_1 sa trzema

réznymi liczbami ze zbioru {1,2,...,n}.

Zatem k=11ub ¢ =1, co oznacza, ze z,, — x1 jest krawedzig grafu. Uzupet-
nia ona sciezke S do zamknietego cyklu. Zatdzmy, ze poza nig pozostaty jakies
wierzchotki grafu. Sa one osiagalne z wierzchotka o numerze 1 (lezacego na
Sciezce S). Zatem z pewnego punktu tej Sciezki, x,, musi wychodzi¢ krawedz
do punktu y lezgcego poza nig. Wtedy zpy1 — ... =2y, — 21— ... > 2, —Y
jest Sciezka przechodzaca przez m+1 réznych wierzchotkow (wsréd ktoérych
jest punkt 1), wbrew maksymalnosci m.

Whniosek: $ciezka S, uzupetniona krawedzig x.,,, — x1, jest cyklem przecho-
dzgcym przez wszystkie wierzchotki grafu. (mek, wp, jwr)
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