LV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (11 wrzeénia 2003 r. — 10 pazdziernika 2003 r.)

1. Dany jest wielokat o bokach dlugosci wymiernej, w ktérym
wszystkie katy wewnetrzne sg réwne 90° lub 270°. Z ustalonego wierz-
chotka wypuszczamy promien swietlny do wnetrza wielokata w kie-
runku dwusiecznej kata wewnetrznego przy tym wierzchotku. Promien
odbija sie zgodnie z zasada: kat padania jest réwny katowi odbicia.
Udowodni¢, ze promien trafi w jeden z wierzchotkéw wielokata.

2. Rozstrzygnad, czy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby catko-
wite nieujemne x, y, z spelniajace rownanie

(12x+5)(12y+7)=p~.

3. Niech Q oznacza zbiér wszystkich liczb wymiernych. Wyzna-
czy¢ wszystkie funkcje f:Q — Q spelniajace warunek

fl@®+y) =z f(z)+ f(y)
dla kazdej pary liczb wymiernych z, y.

4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC'. Rozwazamy wszystkie takie
tréjkaty rownoboczne XY Z, ze punkty A, B, C' sa odpowiednio punk-
tami wewnetrznymi odcinkéw Y Z, ZX, XY. Dowies¢, ze srodki ciez-
kosci wszystkich rozwazanych trojkatow XY Z leza na jednym okregu.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé pod adresem komitetu okregowego Olimpiady wla-
sciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

10 pazdziernika 2003 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (11 pazdziernika 2003 r. — 12 listopada 2003 r.)

5. Dla liczb calkowitych dodatnich m, n niech N(m,n) ozna-
cza liczbe m-wyrazowych ciagéw niemalejacych o wyrazach ze zbioru
{1,2,3,...,n}. Dowie$¢, ze N(m,n+1)=N(n,m+1).

6. Niech ¢ bedzie taka liczba rzeczywista, ze wielomian
P(z)=12" 52" +4r—c

ma pieé¢ roznych pierwiastkow rzeczywistych x1, xo, x3, x4, r5. Wyzna-
czy¢, w zaleznosci od ¢, sume wartosci bezwzglednych wspotczynnikéw
wielomianu

Q(z) = (z—=7)(z —a3)(z—a3) (v —a3) (- 23) .

7. Znalez¢ wszystkie takie rozwigzania rownania
a’+v*=¢?
w liczbach calkowitych dodatnich, ze liczby a i ¢ sg pierwsze, a liczba b
jest iloczynem co najwyzej czterech liczb pierwszych.

8. Punkt P lezy wewnatrz czworoscianu ABCD. Dowiesé, ze
JAPB+<4BPC+<CPD+<DPA>360°.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé pod adresem komitetu okregowego Olimpiady wia-
Sciwego terytorialnie dla szkoly, najpéiniej dnia

12 listopada 2003 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I1T seria (13 listopada 2003 r. — 10 grudnia 2003 r.)

9. Dane sa wielomiany Wi (z), Wa(x), W5(x),..., W, (z) stopnia co
najmniej 1, o wspoétezynnikach catkowitych. Wykazac¢, ze dla pewnej
liczby catkowitej a wszystkie liczby

Wl(CL),WQ(CL),Wg,(CL),...,Wn(a)

sa ztozone.

10. Dany jest wielokat wypukly o parzystej liczbie bokéw. Kazdy
bok wielokata ma dtugosé 2 lub 3, przy czym liczba bokéw kazdej z tych
dtugosci jest parzysta. Dowiesé¢, ze istniejg dwa wierzchotki wielokata,
ktore dziela jego obwod na dwie czesci jednakowej dtugosci.

11. Punkt O jest érodkiem okregu opisanego na trapezie row-
noramiennym ABCD o podstawach AB i CD. Punkty K, L, M, N
leza odpowiednio na bokach AB, BC, CD, DA, przy czym czworokat
KLMN jest rombem. Udowodnié¢, ze punkt O lezy na prostej K M.

12. Dana jest liczba catkowita n>5. Wyznaczy¢ liczbe rozwiazan
w liczbach rzeczywistych xq, x2, 3, ..., x, ukladu rownan

2o +ad  ad=atvad a2l dla i=1,2,3,...n,

gdzie x_1 =xp_1, To =Tn, L1 =2Tnt1, L2 =Tnt2-

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé pod adresem komitetu okregowego Olimpiady wla-
sciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

10 grudnia 2003 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



Adresy Komitetow Okregowych Olimpiady Matematycznej
e Dla wojewodztwa pomorskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk

e Dla wojewodztwa §laskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

e Dla wojewodztwa matopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakow.

e Dla wojewodztwa lubelskiego i podkarpackiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Oddzial Lubelski Pol-
skiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1,
pok. 223, 20-031 Lublin.

e Dla wojewodztwa tddzkiego i swietokrzyskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki Uni-
wersytetu Lodzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 1.6dz.

e Dla wojewddztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614
Poznan

e Dla wojewodztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — ul. Wielkopolska 15,
70-251 Szczecin.

e Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100
Torun.

e Dla wojewodztwa mazowieckiego i podlaskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
PAN, ul. Sniadeckich 8, skr. poczt. 21, 00-956 Warszawa 10

e Dla wojewoddztwa dolnoslaskiego i opolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroctaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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