LV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(11 wrzesnia 2003 r. — 10 grudnia 2003 r.)

Zadanie 1. Dany jest wielokat o bokach dtugosci wymiernej, w ktérym wszystkie
katy wewnetrzne sg réwne 90° lub 270°. Z ustalonego wierzchotka
wypuszczamy promien Swietlny do wnetrza wielokata w kierunku
dwusiecznej kata wewnetrznego przy tym wierzchotku. Promien od-
bija sie zgodnie z zasada: kat padania jest réwny katowi odbicia.
Udowodnié, ze promien trafi w jeden z wierzchotkéw wielokata.

Rozwigzanie

Poniewaz kazdy kat wewnetrzy rozpatrywanego wielokata W wynosi 90°
lub 270°, wiec wszystkie boki tego wielokata (po odpowiednim jego obro-
cie) sa ustawione poziomo lub pionowo (rys. 1). Niech p1/q1,p2/q2,---,Pn/an
beda dtugoéciami kolejnych bokéw wielokata W, przy czym kazda z liczb
P1,D25-»Pn, 41,42, - -, qn jest calkowita dodatnia.

Rozpatrzmy kwadratows krate, w ktérej kazdy maty kwadracik ma bok
dtugosci 1/(q1q2 - .. qn). Wowezas wielokat W mozna tak umiescié na tej kra-
cie, by kazdy jego bok byl zawarty w pewnej prostej wyznaczajacej krate
(rys. 1). Promien $wietlny wypuszczony z wierzchotka wielokata W zgod-
nie z podanymi zasadami porusza sie wtedy wzdtuz przekatnych kwadratéw
kraty i odbija od bokéw wielokata W w punktach kratowych.

rys. 1

Przypusémy, ze promien Swietlny nie trafit w zaden wierzcholek wie-
lokata W. Odbijal sie on zatem od bokéw wielokata dowolnie wiele razy.
Stad wynika, ze promien trafit co najmniej trzykrotnie w pewien punkt P le-
zacy na obwodzie wielokata W. Zatem co najmniej dwukrotnie promien trafil
w punkt P poruszajac sie z tego samego kierunku. To oznacza, ze trajektoria
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promienia jest okresowa, co nie jest mozliwe, gdyz promien rozpoczal swoj
bieg z wierzchotka wielokata W.

Zadanie 2. Rozstrzygnal, czy istnieje liczba pierwsza p oraz liczby calkowite
nieujemne x, y, z spetniajace rownanie

(122 +5)(12y+7) =p°

Rozwigzanie

Przypuéémy, ze istniejg liczby p, x, y, z spelniajace dane w zadaniu
réownanie. Skoro p jest liczbg pierwsza, to dzielnikami liczby p? sa tylko potegi
liczby p. Zatem istnieja takie liczby catkowite nieujemne a, b, ze 12x+5=p®
oraz 12y+ 7 =pP. Stad widaé, ze liczba p jest nieparzysta i niepodzielna
przez 3, jest wiec postaci 6k+ 1 lub 6k —1, gdzie k jest liczba caltkowita
dodatnia. Wowczas

p?=36k*+12k+1=12(3k*+k)+1
skad wynika, ze

(%) n 1 (mod 12), gdy n jest liczba parzysta,
p p (mod 12), gdy n jest liczba nieparzysta.

7 drugiej strony, p® =5 (mod 12) oraz p’ =7 (mod 12). Ale na mocy zalez-
nosci (%) obie te kongruencje nie moga zachodzié¢ jednoczes$nie. Otrzymana
sprzeczno$é¢ dowodzi, ze nie istniejg liczby spelniajace podane warunki.

Zadanie 3. Niech Q oznacza zbiér wszystkich liczb wymiernych. Wyznaczyé
wszystkie funkcje f:Q — Q spelniajace warunek
(1) f@®+y)=af(x)+ f(y)
dla kazdej pary liczb wymiernych z, y.
Rozwigzanie
Sposdb 1.
Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Wykazemy indukcyjnie, ze
dla dowolnej liczby wymiernej y oraz dowolnej liczby catkowitej dodatniej &
zachodzi réwnosé

) f(aety) = (3) + 0.

Dla k=1 réwnosé (2) uzyskujemy bezposrednio z zaleznosci (1) podstawia-
jac x =1/n. Zalézmy teraz, ze réwnos$¢ (2) jest spelniona dla liczby k oraz
wszystkich liczb wymiernych y. Wéwczas

15 )=t (Gt Gao) ) =r (3) 4 (o) =
2 () (5) =" (5) + ),

co konczy dowdd indukeyjny zaleznosei (2).
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Kladac w réwnaniu (1) x=y=—1 dostajemy f(0)=—f(—1)+ f(—1)=0.
Podstawiajac nastepnie y =0 i k=n? do zaleznosci (2) otrzymujemy

(3) f(l)zf(l) dla n=1,2,3,... .

n n
Przyjmujac z kolei w réwnoéci (2) k=m-n, gdzie m jest pewna liczba calko-
wita dodatnia, oraz wykorzystujac zaleznosé (3) mamy

0 (2 ry)=met () 0= £+ £

dla wszystkich liczb catkowitych dodatnich m i n oraz wymiernych y. Podsta-
wiajac wreszcie y=0 oraz y=—m/n w réwnosci (4) uzyskujemy odpowiednio

(5) f<7;:> :f(l)-% oraz f(—?) :—f(l)'%

dla wszystkich liczb catkowitych dodatnich m, n. Niech a = f(1). Ze zwiaz-
kéw (5) oraz z réwnosci f(0) =0 wynika, ze f(x)=az dla wszystkich liczb
wymiernych x.

Bezposrednio sprawdzamy, ze kazda funkcja okreslona wzorem f(x)=ax,
gdzie a jest liczbg wymierna, spelnia warunki zadania.

Sposob 11.
Niech a= f(1). Wéwczas dla dowolnej liczby wymiernej  mamy

fmx) =@ —a)—af(zx) = f((z—1)*+(z—1)) —af(x) =
(o= 1)) 1)~z f(x) =
=a(flz—1)~f(1°+(x—1)) =—2f(1) = —az,
skad f(z) =ax dla dowolnej liczby wymiernej x.
Bezposrednio sprawdzamy, ze kazda funkcja okreslona wzorem f(x)=ax,
gdzie a jest liczbg wymierna, spelnia warunki zadania.

Zadanie 4. Dany jest trojkat ostrokatny ABC. Rozwazamy wszystkie takie tréj-
katy réwnoboczne XY Z, ze punkty A, B, C' sg odpowiednio punk-
tami wewnetrznymi odcinkéw Y Z, ZX, XY. Dowiesé, ze srodki
ciezkosci wszystkich rozwazanych tréjkatéw XY Z leza na jednym
okregu.

Rozwigzanie

Jesli trojkat ABC' jest rownoboczny, to srodki ciezkosci wszystkich roz-
wazanych tréjkatéw XY Z pokrywaja sie ze Srodkiem ciezkoéci trojkata ABC.

Punkt ten lezy oczywiscie na kazdym okregu, ktéry przezen przechodzi.

Zalézmy wiec, ze tréjkat ABC nie jest réwnoboczny. Wtedy bez straty
ogblnosci mozemy przyjaé, ze SACB > 60°. Niech P i @ beda takimi punk-
tami lezacymi wewnatrz kata wypuklego AC'B, ze

IPBC =<4PCB=<4QAC =4QCA=30°.
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Niech ponadto R bedzie takim punktem lezacym po tej samej stronie prostej
PQ), co punkt C, ze trojkat PQR jest rGwnoboczny (rys. 2, 3). Wykazemy, ze
srodki ciezkosci wszystkich rozpatrywanych tréjkatow XY Z leza na okregu
opisanym na trojkacie PQR, co zakonczy rozwigzanie zadania.

Z réwnoéci SBPC+<LBXC=120°460°=180° wnioskujemy, ze na czwo-
rokacie BXCP mozna opisaé okrag. Stad ¥PXB=<PCB=30° co oznacza,
ze prosta X P przechodzi przez érodek ciezkosci S tréjkata XY Z. Analogicz-
nie dowodzimy, ze prosta Y @) przechodzi przez S. Pozostaje zatem wykazad,
ze punkt S lezy na okregu opisanym na trdjkacie PQR.

Poniewaz J$ACB > 60°, wiec mozliwe sa nastepujace dwa przypadki:

(i) Punkt S nie nalezy do odcinkéw X P iY@ (rys. 2). Wéwczas

IPSQ=4XSY =120°=180° —<PRQ,

co oznacza, ze punkt S lezy na okregu opisanym na tréjkacie PQR.

rys. 2 rys. 3

(ii) Punkt S lezy na jednym z odcinkéw X P lub Y Q. Bez straty ogdlnosci
przyjmijmy, ze punkt S nalezy do odcinka X P (rys. 3). Wéwczas

IPSQ=<94PSY =60°=4PRQ,
co dowodzi, ze punkty P, @), R, S leza na jednym okregu.

Zadanie 5. Dla liczb catkowitych dodatnich m, n niech N(m,n) oznacza liczbe
m~wyrazowych ciagéw niemalejacych o wyrazach ze zbioru

{1,2,3,...,n}.
Dowiesé, ze N(m,n+1)=N(n,m+1).
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Rozwigzanie

Dowolnemu ciggowi niemalejacemu aq,as,...,a,, 0 wyrazach ze zbioru
{1,2,3,...,n+1} przypisujemy ciag b1,ba,...,b, okreslony nastepujaco: dla
{=1,2,...,n,

(1) be=1+ (liczba wyrazéw ciagu a1,as,...,a,, mniejszych lub réwnych ¢).

W ten sposob okreslony ciag by, b, ..., b, ma wyrazy ze zbioru {1,2,...,m+1}
i jest niemalejacy. Ponadto, kazdy ciag niemalejacy b1,bo,...,b, o wyrazach
nalezacych do zbioru {1,2,...,m+1} mozna otrzymaé¢ za pomoca wzoru (1)
z dokladnie jednego ciagu niemalejacego aq,as,...,a,, o wyrazach naleza-
cych do zbioru {1,2,...,n+1}. Istotnie: znajac wartosci by,ba,...,b,, znamy
rowniez liczbe ¢ =b; — 1 oraz liczby

Cg:bg—bg_l dla €:2,3,...,n.

Liczba ¢, dla £=1,2,...,n jest, na mocy wzoru (1), liczba wszystkich wyrazéw
ciagu ai,as,...,a,, rownych £. Z kolei wyrazéw ciagu aq,as,...,a,, réwnych
n+1 jest

Cny1=m—(c1+ca+...4+cy)=m+1—b,.

Poniewaz ciag by,b2, ..., b, jest niemalejacy, by >1 oraz b, <m+1, wiec wszyst-
kie liczby c¢1,ca,...,cnt1 sa nieujemne. Liczby te wyznaczaja zatem jedno-
znacznie ciag niemalejacy aq,as,...,a,, o wyrazach ze zbioru {1,2,...,n+1}.

Wykazaliémy tym samym, ze wzér (1) opisuje wzajemnie jednoznacznag
odpowiednios$¢ pomiedzy m-wyrazowymi ciagami niemalejacymi o wyrazach
ze zbioru {1,2,...,n+1}, a n-wyrazowymi ciagami niemalejacymi o wyrazach
ze zbioru {1,2,...,m+1}. Stad N(m,n+1)=N(n,m+1).

Zadanie 6. Niech ¢ bedzie taka liczba rzeczywista, ze wielomian
P(x)=x"—52° 44z —c
ma pieé réznych pierwiastkéw rzeczywistych x1, x2, 3, x4, x5. Wy-
znaczy¢, w zaleznoéci od ¢, sume wartosci bezwzglednych wspotezyn-
nikéw wielomianu

Qx)=(z— m%)(x — x%)(m —azg)(x — Ii)(fb - x?) .
Rozwigzanie
7 réwnosci

Q(2?) = (2* —af)(2® — 23) (2® — 23) (” — 2}) (2° — 23) =
=(z—21)(z—z2)(x—23)(x — 24) (2 — 25)
(r4z1) (@ +a)(z+23) (@ +24) (T +25) =
=P(z)-(—P(—x)) = (2% = 52® + 4 —c¢) - (5 =523 + 4 +¢) =
= (2° —52% +42)? — * =20 — 102® + 332° — 402" + 1622 — ¢
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wnioskujemy, ze
Q(z) =2° —102* + 3323 —402% + 162 —c*  dla wszystkich z>0.

Wyrazenia po obu stronach tej réwnosci sg wielomianami. Stad wynika, ze
uzyskany wzér jest prawdziwy dla dowolnej liczby rzeczywistej . Zatem suma
wartosci bezwzglednych wspélczynnikéow wielomianu Q(x) wynosi:

1410433440+ 16+c¢? =100+ 2.

Zadanie 7. Znalezé wszystkie takie rozwiazania réwnania
2,2 2
a“+b"=c
w liczbach catkowitych dodatnich, ze liczby a i ¢ sg pierwsze, a liczba
b jest iloczynem co najwyzej czterech liczb pierwszych.
Rozwigzanie
Odp.: Istnieja trzy rozwiazania (a,b,c): (3,4,5), (5,12,13), (11,60,61).
Niech a, b, ¢ beda liczbami spelniajacymi warunki zadania. Wowczas

a’=c2—b*=(c—b)(c+b),

skad wobec zalozenia, ze liczba a jest pierwsza, otrzymujemy c=b+1. Zatem
a® =2b+1, skad wynika, ze liczba a jest nieparzysta.
Niech a=2n+1. Wtedy

b=1(a*-1)=2n(n+1) oraz c=2n"+2n+1.

Jedli liczba n daje przy dzieleniu przez 3 reszte 1, to liczba a jest podzielna
przez 3. Zatem jest ona zlozona, poza przypadkiem n=1, ktéry daje rozwiaza-
nie (a,b,c)=(3,4,5). Jedli z kolei liczba n daje przy dzieleniu przez 5 reszte 2,
to liczba a jest podzielna przez 5. Zatem jest ona ztozona, poza przypadkiem,
gdy n=2. Przypadek ten daje drugie rozwiazanie (a,b,c)=(5,12,13).

Jedli natomiast liczba n daje przy dzieleniu przez 5 reszte 1 lub 3, to
liczba ¢ jest podzielna przez 5. Zatem jest ona zlozona poza przypadkiem
n=1, ktéry juz rozpatrzyliSmy.

Pozostal jeszcze do rozpatrzenia przypadek, gdy liczba n daje przy dzie-
leniu przez 3 reszte 0 lub 2, a przy dzieleniu przez 5 reszte 0 lub 4. Wéwczas
liczba b jest podzielna przez 2-6-5=060. Z drugiej strony, liczba b jest iloczy-
nem co najwyzej czterech liczb pierwszych, skad wynika, ze b=60. Przypadek
ten prowadzi do trzeciego rozwiazania: (a,b,c)=(11,60,61).

Zadanie 8. Punkt P lezy wewnatrz czworo$cianu ABCD. Dowiesé, ze
JAPB+YBPC+YCPD+<DPA>360°.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez K punkt przeciecia ptaszczyzny CDP z krawedzia AB
oraz przez L punkt przeciecia plaszczyzny ABP z krawedzia CD (rys. 4).

6



Analogicznie, niech M bedzie punktem przecigcia plaszczyzny ADP i kra-
wedzi BC oraz niech N oznacza punkt wspoélny plaszczyzny BCP i krawe-
dzi AD.

rys. 4

Punkty K, P i L naleza do czeéci wspélnej plaszczyzn ABP i CDP,
leza wiec na jednej prostej. Analogicznie, punkty M, P i N leza na jednej
prostej. Stad wynika, ze punkty K, L, M, N i P leza w jednej ptaszczyzZnie.
Zatem

JAPB+<4BPC+4CPD+<DPA=
=JKPB+<YBPM+<YMPC+4CPL
+<JLPD+<YDPN+<YNPA+<YAPK >
>JIKPM+<YMPL+<YLPN+<INPK =360°,

co konczy rozwiagzanie zadania.

Zadanie 9. Dane sa wielomiany Wi (x), Wa(z), Ws(z),..., W, (x) stopnia co naj-
mniej 1, o wspoélczynnikach catkowitych. Wykazaé, ze dla pewnej
liczby catkowitej a wszystkie liczby

Wi(a), Wa(a), Ws(a), ..., Wy(a)

sa zlozone.
Rozwigzanie
Dane wielomiany maja stopien co najmniej 1, wiec istnieje taka liczba
naturalna zg, ze dla i =1,2,...,n liczby ¢; = |W;(xo)| sa wigksze od 1 oraz

|Wi(z)| > ¢; dla wszystkich z > .
Niech a =zg+cico...c,. Wykazemy, ze liczby
Wi(a), Wa(a), Ws(a), ..., Wy(a)
sa ztozone, co zakonczy rozwigzanie zadania.
Z zaleznosci a=1x( (mod ¢;) wynika, ze W;(a) =W;(zo) (mod ¢;). Ponie-
waz ¢; = |W;(xo)l|, wiec liczba W;(a) jest podzielna przez ¢;. Ponadto a > xo,
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co daje |W;(a)| > ¢;. Zatem dla i=1,2,...,n liczba W;(a) jest zlozona.

Zadanie 10. Dany jest wielokat wypukly o parzystej liczbie bokéw. Kazdy bok
wielokata ma dtugosé 2 lub 3, przy czym liczba bokdéw kazdej z tych
dlugosci jest parzysta. Dowie$é, ze istnieja dwa wierzchotki wielo-
kata, ktore dzielg jego obwdd na dwie czesci jednakowej dtugosci.

Rozwigzanie

Niech liczba bokéw wielokata bedzie réwna 2n. Oznaczmy wierzchotki
wielokata kolejno Ay, Az, As, ..., As,. Dlai=1, 2, ..., 2n niech

fi)=AiAi1+ A1 Ao + Ao Ais+ .+ Aipn—1 Aipn +
—AitnAifni1 —Aigni1Aignyr — AipnyoAignyz — ... — Aipon_14;,
gdzie Agyon, =Ar dla k=1,2, ..., 2n—1. Innymi stowy, f(i) jest réznica
dhugosci czesci, na ktore dzielg obwdd wielokata punkty A; oraz A;y.,.
Wéwezas dla i =1,2,...,2n liczba f(i) jest calkowita parzysta oraz

|fi+1) = ()| =12 AisnAipns1 —2- Ai Ay | =
=2-|AinAifny1 —Ai A1 <2,
Ponadto f(i)=—f(i+n). Stad wynika, ze ciag liczb

f), f2), ., fn+1)=—f(1)
sktada sie z liczb parzystych, a jego kolejne wyrazy réznia sie o nie wiecej
niz 2. Zatem istnieje takie i, ze f(i) =0, a to wlasnie nalezalo udowodnié.

Zadanie 11. Punkt O jest srodkiem okregu opisanego na trapezie réwnoramien-
nym ABCD o podstawach AB i CD. Punkty K, L, M, N leza odpo-
wiednio na bokach AB, BC, CD, DA, przy czym czworokat K LM N
jest rombem. Udowodnié, ze punkt O lezy na prostej K M.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez P, @, R odpowiednio $rodki odcinkéw AD, BC, KM

(rys. 5). Woéwczas punkty P, @ i R leza na jednej prostej — réwnoleglej do

podstaw trapezu ABCD. Przez punkt L poprowadzmy prosta rownolegla do

podstaw trapezu ABCD, przecinajacg odcinek AD w punkcie S.

D M _C




Poniewaz punkt R jest srodkiem przekatnej KM rombu K LM N, wiec
jest on réwniez Srodkiem drugiej przekatnej tego rombu, czyli odcinka N L.
Zatem z réwnoleglosci prostych PR i SL wnioskujemy, ze NP = PS. Punkt
P jest $rodkiem odcinka AD; wigc OP | AD. Ta wtasnosé, réwnosé NP=PS
oraz fakt, iz punkt O lezy na symetralnej odcinkow AB, CD i LS daja

ON=0S=0L.
Stad wynika, ze punkt O lezy symetralnej odcinka N L, czyli na prostej K M.

Zadanie 12. Dana jest liczba catkowita n>5. Wyznaczy¢ liczbe rozwigzan w licz-
bach rzeczywistych x1, x2, z3, ..., T, ukladu réwnan

xf’,g —i—x?,l —|—a:§’ :m?—l—xiﬂ +xf+2 dla i=1,2,3,...,n,
gdzie x_1 =Tn_1, Lo =Tn, T1 =Tnt1, T2 = Tnt2.
Rozwigzanie
Dodajac réwnania stronami otrzymujemy

323:?:21'?—1—230?—1-2:6?, czyli fo(xi—1)2:0.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Zatem liczby x1,x2,...,2, przyjmuja wartosci 0 lub 1. Zadanie sprowadza si¢
zatem do wyznaczenia liczby rozwiazan uktadu réwnan

T1+T2=24+T5

T2 +x3=T5+Tg

T3+ T4 =2xg+T7

Tp_2+Tp_1=21+2T2

Tp—1+Tp=2T2+T3

Tp+X1 =23+ 24

w liczbach nalezacych do zbioru {0,1}.

Zauwazmy, ze uklad réwnan (1) jest spelniony, gdy z1=x0=...=2,=1
lub gdy 1 =22=...=z, =0.

Zatézmy, ze liczba n nie jest podzielna przez 3. Wéwcezas uzyskujemy

T1+T2=T4+T5=27+Tg=...=Tn+21,

skad x, =x5. Analogicznie dowodzimy, ze x;=x;12 dlai=1,2,... ,n—1. Zatem
jezeli n jest liczba nieparzysta i niepodzielng przez 3, to jedynymi rozwigza-
niami (z1,x2,...,2,) ukladu (1) sa (0,0,0,...,0) i (1,1,1,...,1). Natomiast
dla liczb parzystych n, niepodzielnych przez 3, otrzymujemy dwa dodatkowe
rozwiazania (x1,Za,...,2,), a mianowicie

(0,1,0,1,...,0,1) oraz (1,0,1,0,...,1,0).



Zalézmy teraz, ze liczba n jest podzielna przez 3. Wowczas uktad rownan
(1) ma co najmniej 8 rozwiazan: niewiadome moga si¢ powtarzaé¢ okresowo
z okresem 3.

Zbadajmy istnienie rozwiazan (zi,xs,s,...,Z,), ktére nie sa okresowe
z okresem 3. Bez szkody dla ogélnoéci przyjmijmy, ze x1 # x4. Wowczas row-
noéé¢ r1+xo =x4+ x5 jest mozliwa tylko wtedy, gdy x1+x2=1. Stad x1 #xo
oraz xo # Is.

Powtarzajac rozumowanie stwierdzamy, ze o # x3 oraz T3 # xg, skad
dla dowolnego ¢ mamy x; # x;+1. Zatem niewiadome muszg by¢ na przemian
rowne 01 1, co jest mozliwe tylko dla n parzystego.

Podsumowujac: liczba rozwigzan danego uktadu réwnan wynosi:

2 dla n wzglednie pierwszych z 6;

4 dla n parzystych niepodzielnych przez 3;

8 dla n nieparzystych podzielnych przez 3;
10 dla n podzielnych przez 6.

(wp, jur)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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