LV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

20 lutego 2004 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

Zadanie 1. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja uktad réwnan
a®+b* 4+ =3d°
b 4+t +d* =3a*
A +d°+a°=3b".
Udowodnié, ze a=b=c=d.
Rozwigzanie

Niech (p,q) bedzie najmniejszym przedziatem zawierajacym liczby a, b,
¢, d. Wowczas co najmniej jedna z liczb d, a, b pokrywa si¢ z koncem (lewym
lub prawym) przedziatu (p,q).

Jesli d=p, to na mocy pierwszej réwnosci mamy 3d® =a3+b3 +c3 > 3d3.
Stad wynika, ze kazda z liczb a, b, ¢ musi byé¢ rowna d, czyli a=b=c=d.
Jesli natomiast d = ¢, to otrzymujemy 3d® = a® + b3+ ¢® < 3d3, co podobnie
jak wyzej daje a=b=c=d.

Analogicznie, korzystajac z drugiego lub trzeciego réwnania dowodzimy,
ze a=b=c=d, gdy ktoéras z liczb a, b jest rowna p lub q. To konczy rozwigzanie
zadania.

Zadanie 2. W szesciokacie wypuklym ABCDEF wszystkie boki sg rownej dtu-
godci oraz

JA+JC+IE=9IB+ID+IF.

Dowiesé, ze przekatne AD, BE i CF przecinaja si¢ w jednym punk-
cle.
Rozwigzanie
7 danej w tredci zadania réwnosci katow
wynika, ze B+ 4D + 4F = 360°. Dtugosci
wszystkich bokéw danego szesciokata sa rowne,
wiec z tréjkatéw ABC, CDFE oraz EF A mozna
zltozyé tréjkat PCE przystajacy do tréojkata
ACE (rys. 1). Punkt D jest wéwczas §rodkiem
okregu opisanego na trdjkacie PC'E. Niech O
bedzie érodkiem okregu opisanego na trojkacie
ACE. Tréjkaty ACE i PCE sa przystajace,
wiec promienie okregdw opisanych na tych troj-
katach sa réwne.
Stad wynika, ze czworokaty AOFEF i COED sa rombami, a wiec od-
cinki AF, OF i CD sg réwne i réwnolegle. Zatem czworokat ACDF' jest

rys. 1



rownolegtobokiem, co oznacza, ze Srodki odcinkow AD i C'F pokrywaja sie.
Analogicznie, srodki odcinkéw AD i BE pokrywaja sie. Stad wniosek, ze pro-
ste AD, BE i C'F maja punkt wspoélny, bedacy $rodkiem kazdej z przekatnych
AD, BEiCF.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ liczbe ciaggdéw nieskoniczonych ai,az,as,... , 0 wyrazach
rownych +1 i —1, spelniajacych réwnanie
Amn =aman, dla m,n=1,2,3,...
oraz warunek: w kazdej tréjce kolejnych wyrazéw (an,an+1,an+2)
wystepuje zaréwno +1, jak i —1.
Rozwigzanie
Niech (a,) bedzie takim ciagiem. Rozpoczniemy od wykazania, ze

(1) azp41 7 asky2  dla k=1,2,3,....

Przypuéémy, ze asg1=asg2=a. Wowczas musi by¢ asy =asi3=> oraz
b# a. Mnozac powyzsze rOwnosci przez as uzyskujemy agg42 = Ggx+4 = C Oraz
agr = agk+6 = d, przy czym c#d. W tréjce (aek+2,06k+3,06k+4) Wystepuje
+1 oraz —1, skad wynika, ze agr4+3 =d. Zatem agy = agk+3 = agr+6. Dzielac
rownosci te stronami przez as otrzymujemy aop = aog41=02k+2. SPrzecznosé.

Nastepnie udowodnimy przez indukcje, ze

(2) a3k+1:1, a3k+2:—1 dla k:0,1,2,3,... .
Oczywicie a; =a? =1; a z whasnosci (1) wynika, ze aso # aq9 = a2 =1, czyli
aso=—1; ale a5y = a2a§ = ag, wiec ag = —1; réwnosci (2) zachodza dla k=0.

Ustalmy k > 1 i przyjmijmy, ze ag;11 =1, as;12 = —1 dla i < k. Zapiszmy
liczbe k w postaci 25 lub 2j+1. Jesli k=27, to 3k+2=2(3j+1), i w konse-
kwencji asg+o =asasjy1 =—1; jedli zas k=2j+1, to 3k+1=2(35+2), wiec
agrp+1 = aza3;4+2=1. W obu przypadkach zostala wykazana jedna z réwno-
sci (2); druga jest wtedy wnioskiem z zaleznosei (1). To konezy indukcyjny
dowdd tezy (2).

Niech a3z =c. Kazda liczba naturalna n ma jednoznaczne przedstawie-
nie w postaci n=3"m, gdzie r >0, a m nie dzieli si¢ przez 3. Z warunku
multyplikatywnosci wynika, ze a,, = aka,, = anm, 1 w mysl zwiazkéw (2):
(3) a :{ ¢ dla n=3"(3k+1),

" —c" dla n=3"(3k+2).
Zatem ciag (a,) jest wyznaczony przez wartosé¢ ¢ = ag, ktéra moze by¢ réwna
1 lub —1. Na odwrét, zar6wno dla c=1, jak i dla ¢=—1, wzdr (3) okresla
ciag (an), spelniajacy zadane warunki. Sa wiec dwa takie ciagi.

(mek, wp, jwr)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Wyznaczyé wszystkie liczby calkowite dodatnie n, majace dokladnie
/1 dzielnikéw dodatnich.
Rozwigzanie

Liczba n =1 spelnia warunki zadania. Zalézmy wiec w dalszej czesci
rozwiazania, ze n > 1.

7 warunkéw zadania wynika, ze n = k? dla pewnej liczby calkowitej do-
datniej k. Liczba dzielnikéw dodatnich liczby n, mniejszych od k, jest réwna
liczbie jej dzielnikéw wigkszych od k. Istotnie: kazdemu dzielnikowi d < k
liczby n odpowiada dzielnik n/d liczby n, ktory jest wiekszy od k. Dodat-
kowo sama liczba k jest dzielnikiem liczby n, skad wynika, ze n ma nieparzysta
liczbe dzielnikéw. Zatem k, a wiec réwniez n, jest liczbg nieparzysta.

Zadanie sprowadza sie zatem do wyznaczenia takich liczb nieparzystych
n==k? (n>1), ktérych liczba dzielnikéw mniejszych od k jest réwna %(k—l).

Poniewaz k2 jest liczbg nieparzysta, wiec zadna liczba parzysta nie jest
dzielnikiem liczby k2. Aby wiec liczba dzielnikéw mniejszych od k liczby
k? byta réwna %(k—l), kazda liczba nieparzysta mniejsza od k& musi byé
dzielnikiem liczby k2. W szczegdlnosci k? ma sie dzielié przez k—2. Poniewaz
k?=(k—2)(k+2)+4, wicc liczba k—2 jest nieparzystym dzielnikiem liczby 4.
To oznacza, ze k—2=1, czyli k=3.

Bezposrednio sprawdzamy, ze liczba n =32 =9 spelnia warunki zadania.
Zatem szukanymi liczbami sa n=11in=9.

Zadanie 5. Punkty D i E lezg odpowiednio na bokach BC' i C' A tréjkata ABC,
przy czym BD = AFE. Odcinki AD i BE przecinaja si¢ w punk-
cie P. Dwusieczna kata AC B przecina odcinki AD i BE odpowiednio
w punktach @ i R. Wykazadé, ze

PQ PR
AD ~ BE’
Rozwigzanie
Niech ¢ bedzie dowolng prosta prostopadila do dwusiecznej kata ACB

(rys. 2). Oznaczmy przez A’, B', C', D', E', P’ odpowiednio rzuty prosto-

katne punktéw A, B, C, D, E, P na prosta £.

Proste AC' i BC tworza réwne katy z prosta £, zatem na mocy réwnosci

AE =BD mamy A'E'= B’'D’. Wobec tego A’D" = B'E’. Stad korzystajac

z twierdzenia Talesa uzyskujemy dowodzona réwnosé:

PQ C'P C'P PR

AD~ A'D' B'E' BE




A E C P D B
rys. 2
Zadanie 6. Na przyjeciu spotkalo sie n 0s6b (n >5). Wiadomo, ze wsréd dowol-
nych trzech os6b pewne dwie znaja sie. Dowiedé, ze sposrdéd uczest-
nikéw przyjecia mozna wybraé nie mniej niz n/2 oséb i posadzié
przy okraglym stole tak, aby kazdy siedziat miedzy dwoma swoimi

znajomymi.
Rozwigzanie
Oznaczmy przez X zbidér osob obecnych na przyjeciu. Niech k bedzie
najwieksza liczba naturalna o wlasno$ci: Istnieje k oséb Ay, Ao, ..., Ay takich,

zedlai=1,2,...,k—1 osoby A; oraz A;y; znaja sie. Oznaczmy:
S:X\{A17A2a"'7Ak}'

W dalszym ciagu rozwiazania rozpatrzymy trzy przypadki:

(i) k<n/2. Wéwczas zbior S liczy co najmniej n/2 os6b. Osoba Ay nie
zna zadnej osoby ze zbioru S, wiec kazde dwie osoby w tym zbiorze musza
sie zna¢. Jesli osoby te usiada dowolnie przy okraglym stole, to kazda z nich
bedzie siedzie¢ obok dwdch swoich znajomych.

(ii) n/2 <k <n—1. Wéwczas zbidér S jest niepusty i zadna osoba z tego
zbioru nie zna ani A1, ani Ag. Stad wynika, ze osoby Ay 1 Ay, sie znajg. Zatem
osoby Ajp,As,...,Ar mozna posadzi¢ przy okraglym stole zgodnie z warun-
kami opisanymi w tresci zadania.

(iii) k=n. Niech /=[(n+1)/2]. Wiemy, ze wérdd oséb A, Ag, A, pewne
dwie sie znaja. Stad wynika, ze osoby nalezace do co najmniej jednego spoéréd
zbiordw

{A1,As,..., Av}, {Ap,Avir,.. A}, {A1, A0, AL}
moga usiasé przy okraglym stole zgodnie z warunkami zadania. Pozostaje
zauwazy¢, ze kazdy z tych trzech zbioréw liczy co najmniej n/2 oséb.
(mek, wp, jwr)
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