LV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

15 kwietnia 2004 r. (pierwszy dzien zawodow)

1. Punkt D lezy na boku AB trojkata ABC. Okregi styczne
do prostych AC' i BC odpowiednio w punktach A i B przechodza
przez punkt D i przecinajg si¢ po raz drugi w punkcie F. Niech F
bedzie punktem symetrycznym do punktu C' wzgledem symetralnej
odcinka AB. Wykazaé, ze punkty D, FE i F' leza na jednej prostej.

2. Niech W bedzie wielomianem o wspétczynnikach catkowitych,
przyjmujacym dla pewnych dwoéch réznych liczb catkowitych wartosci
wzglednie pierwsze. Dowies¢, ze istnieje nieskonczony zbior liczb catko-
witych, dla ktorych wielomian W przyjmuje wartosci parami wzglednie
pierwsze.

3. W pewnym turnieju wzielo udzial n zawodnikéw (n > 3). Kazdy
grat z kazdym dokladnie jeden raz, nie bylto remiséw. Trojelementowy
zbiér zawodnikéw nazwiemy trojkg remisowq, jesli mozna tak ponu-
merowac tych trzech zawodnikéw, ze pierwszy wygrat z drugim, drugi
z trzecim, a trzeci z pierwszym. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe tréjek
remisowych, jaka mogta sie pojawi¢ w turnieju.

Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwigzywania nalezy przepisaé tekst kazdego zadania na
oddzielnym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

4. W przypadku konieczno$ci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies$é reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodow nie wolno korzystaé¢ z kalkulatoréw i telefonéw.



LV Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

16 kwietnia 2004 r. (drugi dzien zawoddow)

4. Udowodni¢, ze jezeli a, b, ¢ sa liczbami rzeczywistymi, to

V2(a2462)41/2(024+¢2) 1/ 2(2+a2) > /3(a+b)2 + 3(b+¢)? +3(c+a)?.

5. Wyznaczy¢ najwieksza liczbe prostych w przestrzeni, przecho-
dzacych przez ustalony punkt i takich, ze kazde dwie przecinaja sie
pod jednakowym katem.

6. Dana jest liczba catkowita m > 1. Nieskonczony ciag liczb cal-
kowitych xq,x1,x2,... jest okreslony przez warunki
$i={2i dla i <m,
Ti1+Ti—o+...+Ti_m dla ¢ = m.
Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalna k, dla ktdrej istnieje k kolej-
nych wyrazéw tego ciagu podzielnych przez m.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawod6éw: 300 minut (5 godzin).

2. Przed rozpoczeciem rozwigzywania nalezy przepisaé tekst kazdego zadania na
oddzielnym arkuszu.

3. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

4. W przypadku konieczno$ci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies$é reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

5. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

6. W czasie zawodow nie wolno korzystaé¢ z kalkulatoréw i telefonéw.



