LV Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

15 kwietnia 2004 r. (pierwszy dzien zawodow)

Zadanie 1. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Okregi styczne do pro-
stych AC i BC odpowiednio w punktach A i B przechodza przez
punkt D i przecinaja sie¢ po raz drugi w punkcie E. Niech F' be-
dzie punktem symetrycznym do punktu C wzgledem symetralnej
odcinka AB. Wykazaé, ze punkty D, E i F' leza na jednej prostej.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze punkt E lezy wewnatrz tréjkata ABC. Wowcezas

JAED =180°—4BAC oraz <$BED=180°—-<4ABC.

Dodajac réwnosgci te stronami mamy 180° > SAEB = 180° + SACB > 180°.
Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze punkty C' i E leza po przeciwnych stro-
nach prostej AB (rys. 1).

Z réwnoéci JAEB=JAED+<YDEB=<YBAC+YABC=180°—-<ACB
wynika zatem, ze punkty A, F, B, C leza, w tej wlaénie kolejnosci, na jednym
okregu o. Stad wniosek, ze punkt F' lezy réwniez na okregu o, czyli

IFEB=<YFAB=<YCBD=<BED.

Rownosé ta oznacza, ze punkty D, F i F' leza na jednej proste;j.

rys. 1

Zadanie 2. Niech W bedzie wielomianem o wspétczynnikach catkowitych, przyi-
mujacym dla pewnych dwéch réznych liczb catkowitych wartosci
wzglednie pierwsze. Dowies¢, ze istnieje nieskonczony zbiér liczb
catkowitych, dla ktérych wielomian W przyjmuje wartosci parami
wzglednie pierwsze.



Rozwigzanie

Ciag réznych liczb caltkowitych xg,z1,xo,... taki, ze wartosci W(zx;) sa
parami wzglednie pierwsze, zbudujemy indukcyjnie. Dwa poczatkowe wyrazy
To=a, x1 =0 to liczby, ktorych istnienie jest dane w zalozeniach.

Przyjmijmy, ze zostaly juz okreslone rézne liczby zg,x1,...,2,, dla kto-
rych wartosci y; = W (z;) sa parami wzglednie pierwsze. Liczba yq jest wzgled-
nie pierwsza z iloczynem y1ys . . . yn; istnieja zatem takie liczby catkowite k, m,
ze kyo+myrye ...y, =1. Okreslamy kolejny wyraz ciagu:

Tnt1 =0+ (a—b)kyo+2yoy1---Yn,

gdzie z jest liczba naturalna tak duza, zeby liczba x,,1 byla rézna od liczb
TQ, X1, .., Ty Oczywiscie

Tn41=b  (mod yo);
a z przeksztalcenia x, 11 =b+ (a—b)(1—my1y2...yn)+2Y0y1 - .. yn widaé, ze

Tpr1=a (mod y1y2...Yn)-
Stosujac do obu stron kazdej z tych dwdch kongruencji wielomian W (co jest
dozwolone, skoro kongruencje o wsp6lnym module mozna dodawaé i mnozy¢),
dostajemy zwiazki
W(zn41) =W (b) (modyo), W(znt1)=W(a) (modyiyz...yn).
To znaczy, ze dla pewnych liczb catkowitych s, ¢t zachodza réwnosci
W (znt1) =W (b)+syo, W (znt1) =W(a)+ty1y2. - Yn-
A poniewaz warto$¢ W (b) =y, jest wzglednie pierwsza z yg, za$ warto$é
W(a) =yo jest wzglednie pierwsza z iloczynem y1ys...yn, zatem z uzyska-
nych réwnosci wynika, ze warto$¢ W(z,4+1) =yn+1 jest wzglednie pierwsza
zaréwno z ¥, jak i z y1y2 ... Yn-
Kontynuujac to postepowanie otrzymujemy nieskonczony ciag (x;) da-
jacy wartosci y; = W (x;) parami wzglednie pierwsze.

Zadanie 3. W pewnym turnieju wzigto udzial n zawodnikéw (n > 3). Kazdy grat
z kazdym doktadnie jeden raz, nie bylo remiséw. Trojelementowy
zbiér zawodnikéw nazwiemy trdjkg remisowg, jesli mozna tak ponu-
merowad tych trzech zawodnikéw, ze pierwszy wygrat z drugim, drugi
z trzecim, a trzeci z pierwszym. Wyznaczy¢ najwicksza liczbe tréjek
remisowych, jaka mogta si¢ pojawi¢ w turnieju.

Rozwigzanie

Zamiast wyznaczaé najwigksza liczbe tréjek remisowych, wyznaczymy
najmniejsza liczbe tréojek, ktére nie sa remisowe.
Ponumerujmy zawodnikéw liczbami od 1 do n i przyjmijmy, ze zawodnik

o numerze i wygral x; razy. Woéwczas liczba wszystkich rozgrywek wynosi

.’L'1+$2—|-+.%'n:(g) .
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Kazda nieremisowa trojka jest wyznaczona jednoznacznie przez zawod-
nika, ktéry wygral z dwoma innymi zawodnikami tej tréjki. Zatem zawodnik
0 numerze i wyznacza (952) nieremisowych tréjek, a liczba wszystkich niere-
misowych tréjek w turnieju wynosi

(3)+(2) -+ () -a(Be-2) (5 -()

W dalszej czedci rozwiazania rozpatrzymy dwa przypadki:
(a) Liczba n jest nieparzysta, tzn. n =2k+ 1. Wéwczas na mocy nier6w-
noéci pomiedzy $rednig kwadratowa a Srednia arytmetyczna uzyskujemy

o (- (3) 5 (G () - (5) - e,

i=1
Zatem liczba trojek remisowych nie przekracza
n\ nn—-1)(n—3) n(n®>-1)
<3) a 8 24

Powyzsza liczba tréjek remisowych wystapi jedynie wtedy, gdy kazdy za-
wodnik wygra dokladnie k razy (w nieréwnosci (1) zachodzi wtedy réwnosé).
Taki uktad wynikéw rozgrywek mozemy uzyskaé w nastepujacy sposéb. Sa-
dzamy zawodnikow przy okraglym stole i zaktadamy, ze kazdy z nich wygrat
tylko z tymi zawodnikami, ktoérzy siedza po jego prawej stronie w odlegtosci
nie wigkszej niz k miejsc. Przy takim uktadzie rozgrywek kazdy zawodnik
wygral doktadnie k razy.

(b) Liczba n jest parzysta, tzn. n=2k. Wéwczas (x; —k)(z;—k+1)>0
dla i=1,2,...,n, skad otrzymujemy z? > (2k —1)x; — k(k—1). Zatem

2) ;(fj:&—(;‘)) >;<(2k—1)gjlxi—nk(k—1)— (g)) _"("8_2)2.

i=1
Stad wynika, ze liczba trdojek remisowych nie przekracza
n\ n(n—2)2 n(n*-4)
(3) 8 24

Powyzsza liczba tréjek remisowych wystapi jedynie wtedy, gdy kazdy za-
wodnik wygra k lub k—1 razy (w nieréwnosci (2) zachodzi wtedy réwnosé).
Taki uktad wynikéw rozgrywek mozemy uzyska¢ w nastepujacy sposob. Tak
jak wyzej, sadzamy zawodnikow przy okragltym stole i przyjmujemy, ze kazdy
z nich wygral z zawodnikami, ktorzy siedza po jego prawej stronie w odle-
glosci nie wigkszej niz k—1 miejsc. Wynik rozgrywki pomigdzy zawodnikami
siedzacymi naprzeciwko siebie ustalamy dowolnie. W ten sposob kazdy za-
wodnik wygral k lub k—1 razy.

Reasumujac: najwieksza liczba trojek remisowych, jaka moze si¢ pojawié
w turnieju wynosi in(n2 —1), jesli n jest liczba nieparzysta oraz in(n2 —4),
jesli n jest liczbg parzysta.
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Zadanie 4. Udowodnié, ze jezeli a, b, ¢ sg liczbami rzeczywistymi, to
V2(a2462) 4\ 2(b24-c2) +\[2(c2+a?) >

> 1/3(a+b)? +3(b+c)2 +3(c+a)?.

Rozungzanie
Podnoszac zadana nier6wnos¢ stronami do kwadratu, dostajemy do udo-
wodnienia nieréwno$¢ réwnowazna, ktorej lewa strona jest réwna

(@203 4E) + 4y (a2102) (024¢2) + 4y (024¢2) (2 +a2) + 4y (Ba?) (a2+b2),

natomiast prawa wynosi 6(a?+b?+c?)+6(ab-+bc+-ca). Po redukcji wyrazéw
podobnych i podzieleniu stronami przez 2 pozostaje do wykazania, ze

21/ (a24+52) (B2+¢2) + 2,/ (B2+¢2) (2 +a2) + 2/ (2+a2) (a2 +52) >
> a?+b*+c*+3(ab+be+ca).

Na mocy nier6wnosci /2x2+2y? > |z +y|, prawdziwej dla dowolnych liczb
rzeczywistych x, y (sprawdzenie przez podniesienie do kwadratu), dostajemy

21/ (a2+52) (b +¢2) > | (a+b)(b+¢)| > b+ (ab+be+ca).

Analogicznie uzyskujemy

2\/(62+02) (c24a2) =+ (ab+bct-ca), 2\/(02+a2) (a24b2) = a®+(ab+bc+ca).

Sumujac stronami trzy ostatnie nieréwnosci otrzymujemy teze.

Zadanie 5.  Wyznaczyé najwieksza liczbe prostych w przestrzeni, przechodzg-
cych przez ustalony punkt i takich, ze kazde dwie przecinajg sie pod
jednakowym katem.

Rozwigzanie

Niech #1,...,¢, beda prostymi, o jakich mowa, przechodzacymi przez
wspélny punkt O. Para przecinajacych sie prostych wyznacza na zawiera-
jacej je plaszczyznie cztery katy: dwa katy wierzchotkowe o mierze a < 90°

i pozostate dwa katy o mierze 180° — av. Zgodnie z zalozeniem, wartosé¢ o jest

dla kazdej pary ¢;, {; taka sama.

Wezmy pod uwage sfere S o sSrodku O i dowolnym promieniu, i oznaczmy

przez A;, B; punkty przecigcia prostej ¢; z ta sferg. Kazdy z odcinkéw A;A;,

A;Bj, B;B; (dla i # j) jest cieciwg sfery S, wyznaczong przez kat srodkowy
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o mierze « lub 180° — . Zatem te odcinki maja co najwyzej dwie rézne
dtugosci a i b.

Ustalmy oznaczenia tak, by $4;0A, =« dla i=1,...,n—1. Wowczas
punkty Aq,...,A,_1 leza na jednym okregu (polozonym w plaszczyznie pros-
topadtej do prostej £,). Niech A;C bedzie $rednica tego okregu. Kazdy
z punktéw As,...,A,_1 lezy w odleglosci a lub b od punktu A;; wobec tego
na kazdym z dwoch poétokregéw o koncach A; i C leza co najwyzej dwa
punkty ze zbioru {As,..., A,_1}. Stad wniosek, zZe jest to zbioér co najwyzej
czteroelementowy:; a to znaczy, ze n < 6.

7Z drugiej strony, jesli n =6, to mozemy umieséci¢ punkty Aq,As,..., A5
w wierzchotkach pieciokata foremnego, za$ ptaszczyzne tego pieciokata umies-
ci¢ w takiej odlegtosci od punktu Ag, aby te sze$¢ punktéw, wraz z antypo-
dycznymi do nich punktami Bi, ..., Bg, byly wierzchotkami dwudziestoécianu
foremnego. Odcinki A;B; (Srednice sfery S) lacza przeciwlegle wierzchotki
tego dwudziestoscianu i kazde dwa z nich tworza jednakowy kat. Zatem n =6
jest najwiekszg mozliwg liczbg prostych /;.

Zadanie 6. Dana jest liczba catkowita m > 1. Nieskoniczony ciag liczb catkowi-
tych xo,x1,22,... jest okredlony przez warunki

xi:{zl’ dla i<m,
Ti1+xi—o+...+Ti—m dla i>m.
Wyznaczy¢ najwieksza liczbe naturalng k, dla ktoérej istnieje k ko-
lejnych wyrazéw tego ciggu podzielnych przez m.
Rozwigzanie
Wzor rekurencyjny

(].) xi—$i_1—$i_2—...—l’i_m:0 dla z}m

dziata zaréwno ,do przodu”, jak i ,do tylu”; to znaczy, ze kazdy odcinek
m kolejnych wyrazéw ciagu (x;) wyznacza zaréwno wszystkie wyrazy p6z-
niejsze, jak i wszystkie wyrazy wczesniejsze. Ta sama uwaga odnosi sie tez
do ciagu r9,71,72,..., gdzie r; jest reszta z dzielenia x; przez m; wzor (1)
implikuje wzér

(2) ri—Ti—1—Ti—2—...—Ti_m =0 (modm) dla i>m.

W ciagu (r;) kazdy odcinek dlugosci m jest ukladem zlozonym z m liczb ze

zbioru {0,1,...,m—1}. Poniewaz jest tylko skonczenie wiele takich uktadéw,
musza sie one powtarzaé: istnieja numery s, ¢ (s <t) takie, ze

(T, Tt 15 Te2y -5 Tetm—1) = (Tss st 1, Ts 425+ -5 Tsbm—1)-
Kazdy z tych dwoch odcinkéw ciagu (r;) jednoznacznie wyznacza wyraz bez-
posrednio go poprzedzajacy; na mocy wzoru (2) te wyrazy tez sa réwne:
Ti_1=Ts_1. Latem

(thla’rtﬂnt%*la' . '7,rt+m72) - (T8717TS)TS+25 oo ,’)"S+m,2).
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Cofajac sie w ten sposdb dojdziemy do odcinka identycznego z odcinkiem
poczatkowym:

(PdsTdt1,Td42s -+ Tdrm—1) = (T0, 71,725, T'm—1),
gdzie d=1t—s. Tak wiec

2m—1

ra=1, Ta41=2, rgy2=4, ..., Tgrm—-1=( modm).

Cofajac si¢ dalej, zgodnie ze wzorem (2), stwierdzamy kolejno, ze
Td—1= 17 Td—2 :07 rq—3 = 07 sy Td—m = 07

i mamy m —1 kolejnych wyrazéw xq_m,...,T4—2 podzielnych przez m.
Oczywiscie nie istnieje m kolejnych wyrazéw x; podzielnych przez m,
bo wéwczas, w mysl wzoru (1), caly ciag (x;) sktadalby sie z liczb podziel-
nych przez m, wbrew temu, ze o= 1. Zatem szukana maksymalna wartos¢ k
wynosi m— 1.
(mek, wp)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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