LVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (11 wrzeénia 2004 r. — 11 pazdziernika 2004 r.)

1. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych x, y, z uktad rownan

r2=yz+1
y? =zx+2
22 =zy+4

2. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych war-
toéé sumy 224-324...+n? jest potega liczby pierwszej o wykladniku
naturalnym.

3. W trojkacie ostrokatnym ABC punkt D jest rzutem prosto-
katnym punktu C na prosta AB. Punkt E jest rzutem prostokatnym
punktu D na prosta BC. Punkt F' lezy na odcinku DFE, przy czym

EF AD
FD DB’
Wykazaé, ze proste CF i AE sa prostopadte.

4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz dodatnie liczby
rzeczywiste a, b. Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa wartosé¢ sumy

T1Y1 +T2Y2+ ... +TnYn,
gdy z1,%2,...,Tn, Y1,Y2,---,Yn sa liczbami z przedziatu (0;1), speknia-
jacymi warunki

T1+T2+...tr<a, y1+y2+...+y. <b

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

11 pazdziernika 2004 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

IT seria (12 pazdziernika 2004 r. — 10 listopada 2004 r.)

5. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, a okregi wpisane
w trojkaty ABC i BC'D maja réwne promienie. Rozstrzygnaé, czy
z tych zalozen wynika, ze takze okregi wpisane w trojkaty CDAi DAB
maja réwne promienie.

6. Rozstrzygnad, czy istnieje nieskonczony ciag liczb naturalnych
ai,as,as,... spelniajacy rownanie

1 1 1
— = +
Qn an+41 Gn4-2

dla n=1,2,3,....

7. Trzy sfery, parami styczne zewnetrznie, sa styczne do pewnej
plaszczyzny w punktach A, B, C'. Znajac dtugosci odcinkéw BC =a,
CA=b, AB =c, obliczy¢ promienie tych sfer.

8. Na okregu jest umieszczonych n lampek; kazda moze by¢ wita-
czona albo wytaczona. Wykonujemy seri¢ ruchéw; w kazdym ruchu
wybieramy k kolejnych lampek i zmieniamy ich stan: wytaczone wita-
czamy, a wlaczone wylaczamy (liczba k nie zmienia sie w trakcie tego
postepowania). Na poczatku wszystkie lampki sa wylaczone.

Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczy¢ wszystkie liczby na-
turalne k <n, dla ktérych jest mozliwe uzyskanie stanu z dokladnie
jedna lampka wlaczona.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

10 listopada 2004 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LVI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I1T seria (11 listopada 2004 r. — 10 grudnia 2004 r.)

9. Wyznaczyé wszystkie liczby rzeczywiste a, dla ktérych ciag
(x,,) okreslony wzorami

1 n
zo =3, Tptl = +ar dla n=0,1,2,...

spetnia warunek z,,g=x, dla n=0,1,2,....

10. Sposréd wszystkich podzbioréow ustalonego zbioru n-elemen-
towego X losujemy kolejno ze zwracaniem trzy zbiory A, B, C'. Za kaz-
dym razem wylosowanie kazdego sposréd 2™ podzbioréw zbioru X jest
jednakowo prawdopodobne. Wyznaczy¢ najbardziej prawdopodobna
liczbe elementéw zbioru ANBNC.

11. Okrag o srodku I jest wpisany w czworokat wypukty ABCD,
przy czym punkt I nie lezy na prostej AC. Przekatne AC i BD przeci-
naja si¢ w punkcie E. Prosta przechodzaca przez punkt F oraz prosto-
padta do prostej BD przecina proste Al, CI odpowiednio w punktach
P, Q. Wykazac¢, ze PE=FQ.

12. Dane sa funkcje

fle)=2" oraz  g(x)=f(f(f(F(f(f(f(2)))))))

(siedmiokrotna iteracja funkcji f). Rozstrzygnaé, czy liczba g(3) —¢(0)
jest podzielna przez liczbe g(2) —g(0).

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

10 grudnia 2004 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

e Dla wojewddztwa pomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk

e Dla wojewodztwa §laskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

e Dla wojewddztwa maltopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw.

e Dla wojewoddztwa lubelskiego i podkarpackiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Oddzial Lubelski Pol-
skiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1,
pok. 223, 20-031 Lublin.

e Dla wojewodztwa tédzkiego i §wietokrzyskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki Uni-
wersytetu Lédzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 t.6dz.

e Dla wojewodztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614
Poznan

e Dla wojewoddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — ul. Wielkopolska 15,
70-251 Szczecin.

e Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100
Torun.

o Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
PAN, ul. Sniadeckich 8, skr. poczt. 21, 00-956 Warszawa 10

e Dla wojewddztwa dolnoslaskiego i opolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroclaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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