LVI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(11 wrzesnia 2004 r. — 10 grudnia 2004 r.)

Zadanite 1. Rozwigzaé w liczbach rzeczywistych z, y, z uktad réwnan

x2:yz—|—1
y? =z 42
22 =zy+4

Rozwigzanie

Pierwsze réwnanie danego uktadu réwnan mnozymy przez y, drugie
przez z, a trzecie przez x. W ten sposéb uzyskane réwnania dodajemy stro-
nami otrzymujac

(1) O0=y+2z+4x.

Nastepnie mnozymy pierwsze rownanie danego w treéci zadania uktadu row-
nan przez z, drugie przez x, a trzecie przez y. Po dodaniu stronami dostajemy
(2) 0=z+22x+4y.

Roéwnanie (2) mnozymy przez —2 i dodajemy stronami do réwnania (1).
W efekcie otrzymujemy 0= —7y, czyli y=0.

Wstawiajac y =0 do pierwszego réwnania uzyskujemy z? =1, skad =1
lub 2 =—1. Wykorzystujac po raz kolejny zaleznosé (2) mamy z = —2x, czyli
odpowiednio z=—2 lub z=2.

Wykazaliémy zatem, ze jesli trojka (x,y,z) spelnia podany uktad réw-
nan, to jest nia (1,0,—2) lub (—1,0,2). Z drugiej strony, bezposrednie spraw-
dzenie pokazuje, ze obie uzyskane tréjki (x,y,z) sa rozwiazaniami danego
uktadu réwnan.

Odp.: (z,y,2z)=(1,0,—2) lub (z,y,2) =(—1,0,2).

Zadanie 2. Wyznaczyé wszystkie liczby naturalne n > 1, dla ktérych wartosé
sumy 2% 43%+...4+n? jest potegy liczby pierwszej o wykltadniku
naturalnym.

Rozwigzanie

Ze wzoru 12+22432+ .. +n?=in(n+1)(2n+1), prawdziwego dla do-
wolnej liczby naturalnej n, otrzymujemy

22437+, 4+n”=1(n(n+1)(2n+1)—6)=1(n—1)(2n*+5n+6).
Zadanie sprowadza sie zatem do wyznaczenia wszystkich liczb naturalnych

n > 1, liczb pierwszych p oraz liczb catkowitych dodatnich k, dla ktérych
spelniona jest rownosé

(1) (n—1)(2n*+5n+6) = 6p~.
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Poniewaz czynnik 2n2+5n-+6 jest wiekszy od 6, wiec z réwnosci (1) wynika,
ze jest on podzielny przez p. Wykazemy, ze z kolei czynnik n—1 nie jest
podzielny przez p.

Przypusémy, ze p|n—1. Poniewaz takze liczba

(2) M=2n*+5n+6=2(n—1)>+9(n—1)+13

jest podzielna przez p, wiec p jest dzielnikiem pierwszym liczby 13. Zatem
p=13. Stad n—12> 13, co pociaga nieréwno$¢ M > 36-13. Z réwnosci (1)
wnioskujemy, ze M jest dzielnikiem liczby 6-13*, a skoro M > 6-13, to musi
zachodzié podzielno$é 132 | M. Z zaleznosci (2) uzyskujemy zatem, ze liczba
9(n—1)+13 jest podzielna przez 132, a wigc

(3) liczba 9- 5 (n—1)+1 dzieli si¢ przez 13.

Liczba {5(n—1) jest — na mocy réwnosci (1) — dzielnikiem liczby 6-13%~1
i jednoczeénie nie jest — na mocy podzielnosci (3) — podzielna przez 13.
Stad wynika, ze liczba 1—13(?1—1) jest réwna 1, 2, 3 lub 6. Jednak w zadnym
z tych czterech przypadkéw nie jest spelniona podzielno$é (3). Otrzymali$my
sprzecznosé, ktéra dowodzi, ze czynnik n— 1 nie jest podzielny przez p.

Z réwnosci (1) wnioskujemy zatem, ze czynnik n—1 musi by¢ jedna
z liczb: 1, 2, 3 lub 6. Stad liczba n jest rowna 2, 3, 4 lub 7. Bezpoérednie
sprawdzenie pokazuje, ze istotnie kazda z tych liczb spelnia warunki zadania:

22=92 92432=13" 22432442=29' 22432442 45%4+6%2+72=139".
Odp.: Liczba n jest réwna 2, 3, 4 lub 7.

Zadanie 3. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt D jest rzutem prostokatnym
punktu C' na prosta AB. Punkt F jest rzutem prostokatnym punk-
tu D na prosta BC. Punkt F lezy na odcinku DF, przy czym

EF _AD
FD DB’
Wykazaé, ze proste CF i AFE s prostopadte.
Rozwigzanie
Przez punkt D poprowadzmy prosta row-

nolegta do prostej AE, ktora przecina bok BC C

w punkcie G (rys. 1). Na mocy twierdzenia Ta-

lesa uzyskujemy proporcje
EF AD EG
FD DB GB’ E

skad wynika, ze proste F'G i DB sa réwnolegle. P G

Stad oraz z podobienstwa trojkatoéw prostokat-

nych CDE i DBE otrzymujemy réwnosci il
FD ED CD
GB EB DB’ rys. 1




Powyzsza zalezno$é wraz z réwnoscia SCDF = S DBG dowodzi, ze trdjkaty
CDF i DBG sa podobne. Zatem YDAFE = <BDG = <DCF. Jesli przez P
oznaczymy punkt przeciecia prostych CF i AFE, to z ostatniej zaleznosci
wynika, ze punkty A, D, C, P leza na jednym okregu. Ostatecznie mamy
JAPC = SADC =90°.

Zadanie 4. Dana jest dodatnia liczba catkowita n oraz dodatnie liczby rzeczy-
wiste a, b. Wyznaczy¢ najwigksza mozliwg wartosé sumy
T1y1 +T2y2+... +TnYn,
gdy x1,Z2,...,Zn, Y1,Y2,...,Yn sa liczbami z przedziatu (0;1), spel-
niajacymi warunki
(1) rT1+xet...+zn<a, yi1t+y2t...+yn <b.

Rozungzanie

Dla dowolnych liczb z1,xs,...,Zn, Y1,Y2,-..,Yn spelniajacych warunki
zadania zachodzg nieréwnosci

n n n n n
Swmiyi<n, > wmiyi <Y xi<a, > ziyi<y yi <b.
=1 =1 =1 =1 =1

Zatem
(2) T1Y1 +ZT2Y2+... +TnplYn <min(a,b,n).

Wykazemy najpierw, ze jesli a,b>n lub [a] #[b] (symbol [z] oznacza najwiek-
sza liczbe calkowita nie wieksza od z), to liczba min(a,b,n) jest najwieksza
wartoscig rozpatrywanej sumy.

Jezeli bowiem a,b>n, to przyjmujemy z; =y; =1dlai=1,2,...,n. Wow-
czas nieréwnosci (1) sa spelnione, a rozpatrywana suma przyjmuje warto$é
n=min(a,b,n), ktéra — na mocy mocy nieréwnosci (2) — jest jej wartoscia
najwieksza.

W przypadku gdy A= [a]# [b] = B, przyjmijmy bez straty ogdlnosci, ze
A < B. Aby nie rozpatrywaé ponownie przypadku a,b > n, mozemy rowniez
zalozyé, ze A <n. Przyjmijmy

r1=x3=...=24=1, xpapy1=a—A, x;,=0 dla i>A+1;
y1:y2:---:yA+1:17 y; =0 dla i>A+1.
Tak wybrane liczby z;, y; naleza do przedziatu (0;1), nieréwnosci (1) sa dla
nich spelnione, a rozpatrywane wyrazenie przyjmuje warto$¢ a=min(a,b,n),
ktéora — na mocy uzyskanej nieréwnosci (2) — jest wartoscia najwigksza
rozpatrywanej sumy.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek A= B <n. Wykazemy, ze wéwczas
najwicksza wartoscia rozpatrywanej sumy jest liczba A+(a—A)(b—A), ktéra
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mozna uzyskaé przyjmujac

r1=x3=...=x2a=1, xpp1=a—A, x;=0 dla i>A+1;
y1=yz2=...=ya=1, yay1=b—A, y;=0 dla i>A+1.
Pozostato zatem wykazaé, ze
(3) T1y1 +xoy2+ ...+ Ty <A+ (a—A)(b—A).

Jesli x1+xo+...+x, <A, to
T1Y1 +To2Y2+... +TnplYn <A<A+(a—A)(b—A)

Analogicznie dowodzimy nieréwnosci (3) jesli y1+y2+. .. +yn < A. Przyjmijmy
wiec w dalszej czesci rozumowania, ze

A<zi+zo+...4+x,<a oraz A<yi+ys—+...+y,<b.
Przypus$émy, ze pewne dwie liczby xy, x; naleza do przedzialu (0;1). Bez
straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze y, <y;. Zdefiniujmy § = min(zy, 1 — ;)
oraz zmodyfikujmy ciag x1,x2,...,2, przyjmujac
rp=xr—0, x,=x,46, zi=z; dla i#k,l
Woéwcezas x), =0 lub x] =1, liczby x},x),...,2), naleza do przedziatu (0;1),
y+ah+...+a, =x1+x2+... 4z, Oraz

S @iy — Y wiyi = (xk— )Yk + (@ 4+ 0)y — ey — Ty = 0(yr —y) > 0.
=1 =1

Wykazaliémy zatem, ze zmodyfikowany ciag x,x5,...,z, zawiera mniej wy-
razéw réznych od 0 lub 1 niz wyjsciowy ciag x1, %o, ..., Ty, a przy tym wartosé
rozpatrywanej sumy nie zmalala. Jesli uzyskany ciag «/,25, ...,z zawiera co

najmniej dwa wyrazy rézne od 0 lub 1, to modyfikujemy go ponownie zgod-
nie z opisang wyzej procedura. Po co najwyzej n—1 krokach uzyskujemy ciag
a1,a2,-..,0,, kKtOry zawiera nie wiecej niz jeden wyraz rézny od 0 lub 1, a przy
tym zachodzi nieréwnosé

T1Y1 +T2y2+ -+ TpYn < a1y1+a2y2+ ...+ anyn -

Nastepnie, ustalajac liczby aq,as,...,a,, przeprowadzamy analogiczng
modyfikacje ciagu y1,y2,...,yn. W efekcie otrzymujemy ciag bi,bo,...,0,,
ktory zawiera nie wiecej niz jeden wyraz rézny od 0 lub 1, a ponadto

a1y1+asys+...+anyn <airby +acbo+...+anb,.

W kazdym kroku suma modyfikowanych liczb nie ulega zmianie, wiec

(4) A<ai+as+...+a,<a oraz A<by+by+...+b,<b.
Niech a},ab,...,a), bedzie taka permutacja ciagu ai,as,...,a,, ze ciagi
ay,dl,...,al oraz by,ba,... b, sa jednakowo uporzqgdkowane, tzn.

(a; —a})(bi—b;) >0 dla wszystkich 1<4,5 <n.
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Wéwcezas zachodzi nieréwnoéé
aiby +asbs +...+anb, <ayby +abby+...+alb,.
(zob. Obéz Naukowy Olimpiady Matematycznej, Zwardon 2003, Dodatek C,
str. 38%). Bez straty ogélnosci przyjmijmy zatem, ze a} > ab > ... > al, oraz
by > by>...2b,. Z nieréwnosci (4) wynika wiec, ze
a;=b;=1 dla i<A+1 oraz a,=b;=0 dla i>A+1,
a pondato a, <a— A oraz b, <b— A dla p=A+1. Ostatecznie otrzymujemy

Yoz <Y _ajbi=A+apb, <A+ (a—A)(b-A),
i=1 i=1

co konczy dowdd nieréwnosci (3).
Reasumujac: Najwieksza warto$é¢ rozpatrywanego wyrazenia wynosi
{min(a, b,n), jesli a,b>n lub [a] # [b];
o]+ (a—[a))(b—[a]), jesli [a] =[t] <n.

Zadanie 5. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag, a okregi wpisane w tréj-
katy ABC i BC'D maja réwne promienie. Rozstrzygnaé, czy z tych
zalozen wynika, ze takze okregi wpisane w tréjkaty CDA i DAB
maja rOwne promienie.

Rozwigzanie

Odpowiedz postawiona na pytanie w tresci zadania jest twierdzaca.
Niech I, J beda $rodkami okregéw wpisanych odpowiednio w trojkaty
ABC i BCD (rys. 2).

rys. 2 rys. 3

Z réwnosci promieni okregéw wpisanych w tréjkaty ABC' i BC'D wynika,
ze proste BC'i IJ sa réwnolegte. Ponadto

$BIC=180°— (34CBA+ s ¥BCA)=90°+ ;S BAC.

* Broszura ta jest dostepna na stronie internetowej Olimpiady: www.om.edu.pl

)



Analogicznie dowodzimy, ze BJC = 90° + %&BDC . Z uzyskanych zalezno-
éci oraz z réwnoéci $BAC = $BDC wnioskujemy, ze na czworokacie BCJI
mozna opisaé okrag. Zatem BCJI jest trapezem réwnoramiennym. Stad uzy-
skujemy réwnosci

JABC =24IBC=24JCB=<4DCB.

W efekcie otrzymujemy, ze czworokat ABC'D jest trapezem réwnoramiennym
o podstawach BC'i AD. Stad wynika, ze trojkaty CDA i D AB sa przystajace,
a wiec okregi wpisane w te tréjkaty majg réwne promienie.

Uwaga

W rozwiagzaniu wykazalidémy, ze punkty B, I, J, C' lezg na jednym okregu.
Nietrudno wyznaczy¢ $rodek tego okregu: jest nim punkt M przeciecia pro-
stych AI'i DJ, czyli srodek tuku BC' okregu opisanego na czworokacie ABC'D
(rys. 3). Dowdd tego faktu mozna znalezé w broszurze LI Olimpiada Mate-
matyczna, Sprawozdanie Komitetu Gidwnego, Warszawa 2001, Dodatek E,
str. 113.

Zadanie 6. Rozstrzygnad, czy istnieje nieskorficzony ciag liczb naturalnych a1, as,
as, ... spelniajacy rownanie
1 1 1
Il +
Qn An+41 An+2

dla n=1,2,3,....

Rozwigzanie
Wykazemy, ze ciag (a,) spelniajacy warunki zadania nie istnieje.
Przypu$émy, ze ciag (a,) spelnia warunki zadania. Rozumowanie prze-
prowadzimy na dwa sposoby.

Sposob 1
Z podanej réwnosci wynika, ze ciag (a,) jest rosnacy, a ponadto
(1) An42 (an—l-l - an) =anln41 -
Liczba ay41 —a, jest podzielna przez najwigkszy wspélny dzielnik liczb a,,

i anpt1. Z réwnoscei (1) wynika zatem, ze liczba a, 1o jest dzielnikiem liczby

ApGp4-1
=NWW (a,,an .
NWD (. any) VW W ansdn1)
Niech k=NWW (a1,as). Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdego n > 1,

liczba a,, jest dzielnikiem liczby k.

Dla n=11in=2 jest to prawda na mocy okreélenia liczby k.

Jesli z kolei a,, |k oraz a1 |k dla pewnej liczby n > 1, to liczba k jest
wsp6blng wielokrotnoscig liczb a,,, an+1, jest wiec podzielna przez najmniejsza
wsp6lna wielokrotnosé liczb ay,, any1. Stad, skoro any2 | NWW (ap,an11),
uzyskujemy podzielno$é a, o | k. Dowéd indukeyjny jest zakonczony.
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Wezeéniej stwierdziliSmy, ze ciag (a,) jest rosnacy. Liczba dodatnia k
ma zatem nieskonczenie wiele dzielnikéw. Uzyskana sprzeczno$é dowodzi, ze
nie istnieje ciag (a,) o zadanych wlasnosciach.

Sposob 11
Niech x, =1/a,. Woéwczas ciag (z,) jest zbiezny do 0, a dana w tre-
Sci zadania réwno$¢é mozemy przepisa¢ w postaci Tpqo = —Zpt1+ Ty, Sto-

sujac metode rozwiazywania rekurencji liniowych (zob. L Olimpiada Mate-
matyczna, Sprawozdanie Komitetu Gilownego, Warszawa 2000, Dodatek A,
str. 103) uzyskujemy réwnosé
Tp=0- <_\/5_1> + b.<\/5_1) ,
2 2

gdzie a, b sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi zaleznymi tylko od dwdch
poczatkowych wartosci x1 i xo.

Wartoéé bezwzgledna liczby %(—\/5—1) jest wieksza od 1, a wartos$é

bezwzgledna liczby %(\/5—1) jest mniejsza od 1. Zatem ciag (x,,) jest zbiezny
do 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a=0. Stad uzyskujemy

<\/5—1>" . a1 my V/5-1
T, =0b- , awie —=-—=

2 az T 2
Otrzymali$my sprzecznos$é, gdyz liczba ai/as jest wymierna, a %(\/5—1) —
niewymierna.

Zadanie 7. Trzy sfery, parami styczne zewnetrznie, sg styczne do pewnej plasz-
czyzny w punktach A, B, C. Znajac dlugosci odcinkéw BC =a,
CA=b, AB =c, obliczy¢ promienie tych sfer.
Rozwigzanie
Z warunkéw zadania wynika, ze rozpatrywane sfery leza po jednej stronie
plaszczyzny, do ktorej sa styczne.

B a C
rys. 4

Oznaczmy przez r4, rg i r¢o promienie rozwazanych sfer, styczne do
danej plaszczyzny odpowiednio w punktach A, B i C. Woéwczas na mocy
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twierdzenia Pitagorasa mamy (rys. 4)
(1) a’=(rg+rc)’ —(rp—rc)? =4rprec.

Analogicznie uzyskujemy b? =4rcr 4 oraz ¢? =4r 4rp. Mnozac stronami dwie
ostatnie réwnosci oraz wykorzystujac réwnosé (1) otrzymujemy

V2 = (drpre) - (41%) = 4a®ry
skad obliczamy r 4 = bc/(2a). Analogicznie dostajemy réwnosci

ca ab
rg=— oOraz rg=—.
2b 2c

Zadanie 8. Na okregu jest umieszczonych n lampek; kazda moze byé¢ wlaczona
albo wytaczona. Wykonujemy serie ruchéw; w kazdym ruchu wybie-
ramy k kolejnych lampek i zmieniamy ich stan: wytaczone wtaczamy,
a wlaczone wylaczamy (liczba k nie zmienia sie w trakcie tego po-
stepowania). Na poczatku wszystkie lampki sa wyltaczone.

Dla ustalonej liczby naturalnej n wyznaczyé¢ wszystkie liczby natu-
ralne k <n, dla ktérych jest mozliwe uzyskanie stanu z doktadnie
jedna lampka wtaczona.

Rozwigzanie

Zalézmy najpierw, ze k jest liczba parzysta. Udowodnimy indukcyjnie, ze
po kazdej zmianie stanu k kolejnych lampek pali si¢ parzysta liczba lampek.
Niech z,, oznacza liczbe zapalonych lampek po wykonaniu n-tego ruchu.

Wéwcezas x4 =k. Zaldézmy, ze x,,_1 jest liczba parzysta. Jezeli wykonujac n-ty

ruch wlaczamy a lampek, a wylaczamy b, to a+b=Fk, wiec

Tp=Tpn—1+a—b=x,_1+k—2b.

Skoro z,_1 i k sa liczbami parzystymi, to réwniez x,, jest liczba parzysta.
Dowéd indukeyjny jest zakonczony.

Zatem jesli k jest liczba parzysta, to nie jest mozliwe uzyskanie stanu
z doktadnie jedna witaczona lampka.

Przyjmijmy nastepnie, ze liczby n i k maja wspdlny dzielnik d > 1 i po-
malujmy lampki cyklicznie uzywajac d koloréw. (Sciélej moéwiac, postepujemy
nastepujaco: numerujemy lampki kolejno liczbami od 1 do n poruszajac sie
po okregu w ustalonym kierunku, a nastepnie malujemy je uzywajac d kolo-
row, przy czym jednakowym kolorem malujemy te lampki, ktérych numery
daja z dzielenia przez d taka sama reszte.)

Przypuéémy, ze po wykonaniu pewnego ruchu Swieci sie doktadnie s;
lampek i-tego koloru (i=1,2,...,d). W kazdym ruchu zmieniamy stan do-
kladnie | = k/d lampek i-tego koloru. Jesli wlaczamy a; lampek i-tego ko-
loru, a b; lampek i-tego koloru wytaczamy, to liczba s; wzrasta o doktadnie
a; —b; =1—2b;. Skoro na poczatku zadna lampka nie jest wlaczona, to po kaz-
dym ruchu liczby s1, s9,...,sq daja z dzielenia przez 2 taka sama reszte. Nie
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jest zatem mozliwe uzyskanie doktadnie jednej lampki wlaczonej (mielibySmy
wtedy s; =1 dla pewnej liczby j oraz s; =0 dla wszystkich i # j).

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy k jest taka liczba nieparzysta,
ze NWD (k,n)=1. Warunek ten jest rownowazny réwnosci NWD (k,2n) =1.
Wykazemy, ze przy pomocy rozpatrywanych ruchéw mozna doprowadzié¢ do
sytuacji, gdy dokladnie jedna lampka jest wlaczona.

Stosujac algorytm Euklidesa dla liczb k i 2n wnioskujemy, ze istnieje
taka liczba catkowita dodatnia x oraz liczba catkowita nieujemna y, ze

(1) kx—(2n)y=1.

Wybieramy blok k kolejnych lampek i zmieniamy ich stan na przeciwny.
Nastepnie wybieramy blok ztozony z k lampek przylegly do poprzedniego
i zmieniamy stan tych lampek na przeciwny. Procedure kontynuujemy po-
ruszajac sie po danym okregu w ustalonym kierunku i wykonujac tacznie x
ruchéw.

Z réwnosci (1) wynika, ze stan jednej lampki zmieni sie dokladnie 2y+1
razy, a stan kazdej innej doktadnie 2y razy. W efekcie doktadnie jedna lampka
bedzie wlaczona, a pozostale wylaczone.

Zadanie 9.  Wyznaczy¢ wszystkie liczby rzeczywiste a, dla ktérych ciag (zn)
okreslony wzorami

1+ az,
2o=vV3, 1= qla n=0,1,2,...
.

spelnia warunek z,4+s ==z, dla n=0,1,2,....

Rozwigzanie

Sposdb 1

Aby ciag (z,,) byl poprawnie okreslony, musi by¢ x,, #a dla kazdego n>0.
Niech a € (0;7) bedzie taka liczba, ze a = ctga. Wykazemy indukcyjnie, ze
(1) Ty =ctg(sm—na) dla n=0,1,2,... .
Dla n =0 réwnos¢ (1) jest spelniona. Przyjmijmy, ze zachodzi ona dla pew-
nego n. Jesli ctgx # ctgy, to

1+ctgz-ctgy
ctgly—z)=——"—"-—"-.
ctgx —ctgy
Warunek z, # a implikuje, ze ctg(%w —na) # ctga. Na mocy powyzszego
wzoru uzyskujemy
1

_1+4ax, 1+(ctga)-(ctg(gm—na))
a—zx, ctga—ctg(%ﬂ—noz)

=ctg(gm — (n+1)a),

co konczy dowdd indukeyjny zaleznosei (1).

Funkcja f(x) =ctgx jest m-okresowa. Korzystajac z réwnosci (1) wnio-
skujemy, ze x,+s =, dla wszystkich n >0 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka liczba catkowita k, ze 8a = kw. Stad uzyskujemy a = %kjﬂ', a poniewaz

9



liczba « nalezy do przedziatu (0;7), wiec k jest jedna z liczb: 1,2,...,7. Zatem
rOwnosé T,+g =T, jest prawdziwa dla n=0,1,2,... wtedy i tylko wtedy, gdy
a jest jedna z liczb:
ctg(3m), ctg(3m), ctg(3m), ctg(3m), ctg(§m), ctg(§m), ctg(3m),
czyli odpowiednio: v2+1, 1, v/2—1, 0, —v/2+1, —1, —V/2—1.
Bezposrednio sprawdzamy, ze dla powyzszych siedmiu wartoéci a, ciag
(z,,) jest poprawnie okreslony, tzn. z, #a dlan=0,1,2...,7.

Sposdb 11
Korzystajac z danego wzoru rekurencyjnego obliczamy:
1+ax,
" _1+amn+1_ ta a— Ty _2a+(a2—1)xn
nhz T a—Tpi1 o l+azn — (a2—1)—2ax,
a— Ty
Stad uzyskujemy
20+ (a®—1). 2a+(a® —1)z,

20+ (a®—1)xpyo
xn+4 - (a2 _ 1)

— 2a$n+2 (a2 _ 1) —9,-
a
_4da(a®*—1)+((a* 1) —4a®)z, A+ Bz,

"~ ((a2—1)2—4a?)—4a(a®—1)z, B-Ax,’

gdzie A=4a(a®—1) oraz B=(a?—1)?—4a%. Wéwczas

A+ Bz,

B— Az, 2AB+(B*—A%)x,

A+Bz, (B2-A2)-2ABz,’

B— Az,

Zatem x, s =x, dla wszystkich n >0 wtedy i tylko wtedy, gdy
2AB+(B?% - A?)x,,
(B?—A?)—2ABx,

Ostatnia réwno$¢ jest spetniona dla kazdej liczby catkowitej n > 0 wtedy

i tylko wtedy, gdy A=0 lub B=0. Réwnos¢ A =0 oznacza, ze a jest jedna

z liczb 0, 1, —1, natomiast réwnoé¢ B =0 implikuje, ze a réwna sie v/2—1,

V241, =v/2—11ub —V2+1.

Tak jak w sposobie I pozostalo sprawdzié, ze ciag (z,) jest dla uzyska-
nych wartosci a poprawnie okreslony.

A4 B, ATD

B—Atnis

LTn+8 =
B-A.

=x,, czyli 2AB(1+22)=0.

Zadanie 10. Sposréd wszystkich podzbioréw ustalonego zbioru n-elementowego
X losujemy kolejno ze zwracaniem trzy zbiory A, B, C. Za kazdym
razem wylosowanie kazdego sposréd 2" podzbioréw zbioru X jest
jednakowo prawdopodobne. Wyznaczy¢ najbardziej prawdopodobna,
liczbe elementow zbioru ANBNC.
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Rozwigzanie

Zbior zdarzen elementarnych 2 sktada si¢ ze wszystkich tréjek (A, B,C),
gdzie A, B i C sa podzbiorami danego zbioru n-elementowego S. Wylosowanie
kazdej z (2")3 =8" tréjek (A, B,C) jest jednakowo prawdopodobne. Niech
Xy (k=0,1,2,...,n) oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze tréjka zbioréw
(A,B,C) spelma Warunek |ANBNC|=k, gdzie |F| oznacza liczbe elementow
zbioru F. Szukamy takiej liczby naturalnej k, dla ktorej prawdopodobienstwo
zajscia zdarzenia X}, jest najwiecksze.

Ustalmy liczbe k€ {0,1,2,...,n}. Obliczymy liczbe tréjek (A, B,C), dla
ktérych |[ANBNC|=

Jesli (A, B,C) jest tréjka podzbioréw zbioru S, to kazdy element zbio-
ru S znajduje sie w doktadnie jednym sposréd nastepujacych o$miu zbioréw
. ANBNC, (ANnB)\C, (BNC)\A4, (CNnA)\B,
(1) A\(BuUC), B\(CUA), C\(AuB), S\(AnBUCO).
Aby uzyskaé tréjke zbioréw (A, B,C), dla ktérych |[ANBNC| =k, wybieramy
najpierw k elementéw zbioru S, ktore umiescimy w zbiorze ANBNC —
mozemy to uczynié¢ na (}) sposobéw. Kazdemu z pozostatych n—k elementéw
przyporzadkowujemy jedna z pozostalych siedmiu mozliwosci wystepujacych
w (1) — mozemy to zrobi¢ na 7"~* sposobéw. Opisane postepowanie okregla
jednoznacznie tréjke (A, B,C). Zatem liczba tréjek (A, B,C), dla ktérych
|ANBNC|=Fk wynosi (})-7"". Stad uzyskujemy
() -7"""

gn

Aby wyznaczy¢ taka liczbe k, dla ktorej prawdopodobienstwo zajscia

zdarzenia Xy, jest najwieksze, obliczamy iloraz
P(Xk+1) . n—=k
P(Xy)  Tk+T°

P(Xy) =

Stad wynika, ze
P(Xp41) > P(Xi), jesli k< §(n—=7);
P(Xp41) <P(Xg), jesli k> §(n—7);
P(Xpy1)=P(Xg), jesli k=g(n—7).
Oznaczajac A=[(n—7)/8]|, gdzie [z] jest najwieksza liczba calkowita nie wiek-
sza od x, otrzymujemy
P(Xy)<P(X;)<P(X2)<...<P(X)\)<P(Xxt1),
P(Xx11)>P(Xxy2)>...>P(X,).
Zatem prawdopodobiefistwo P(X},) jest najwigksze dla k=A+1=[§(n+1)].

Jesli f(n 7) jest liczba calkowita, to istnieja dw1e wartosci k, dla ktérych
liczba P(X},) jest najwigksza, a mianowicie k= g(n—7) oraz k= §(n+1).
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Zadante 11. Okrag o srodku I jest wpisany w czworokat wypukly ABCD, przy
czym punkt I nie lezy na prostej AC. Przekatne AC' i BD przecinaja
sie w punkcie E. Prosta przechodzaca przez punkt F oraz prostopa-
dta do prostej BD przecina proste AI, C'I odpowiednio w punktach
P, Q. Wykazaé, ze PE=EQ.

Rozwigzanie

Niech 07 bedzie okregiem o srodku P i stycznym do prostych AD i AB
odpowiednio w punktach S i T. Analogicznie, niech 0, bedzie okregiem

o érodku @ i stycznym do prostych CB i C'D odpowiednio w punktach U i W

(rys. 5). Oznaczmy przez o okrag wpisany w czworokat ABCD. Bez straty

ogblnosci przyjmijmy, ze punkt @ lezy na odcinku C1I.

D

rys. b

Korzystajac z twierdzenia Menelausa dla tréjkata PIQ uzyskujemy
PE CI AP r v n
FQTCQ Al mr
gdzie r, r1 i ro sa odpowiednio promieniami okregéw o, o1 i 02. Stad
(1) PE - EQ =
1 T2

A
Wprowadzmy nastepujace oznaczenia: a=BT,b=DS, c=BU,d=DW.
Wéwezas otrzymujemy zaleznodci:
@) a—b=AB—AD=CB-CD=c—d,
a’—v*=PB?*-PD?*=BE*-DE*=QB*-QD*=¢*>—-d*.

Zatem je$li a=b, to AB=AD oraz CB=CD; w tym przypadku punkt I lezy
na przekatnej AC, co przeczy zalozeniom. Stad mamy a # b, a wiec réwniez
c#d. 7 réwnosci (2) otrzymujemy woéwcezas a+b=c+d, co w polaczeniu
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z zaleznoScia a —b=c—d daje a=c i b=d. Zatem
(3) PE*-~EQ*=PD*-QD*=(r{ + %) — (rj +d*) =r{ —r3.
Réwnoscei (1) i (3) pociagaja zaleznosé (A2 —1)(r? —r3) =0.

Przypuéémy, ze A=1. Wéwezas EQ =13, a wiec okrag oo jest wpisany
w tréjkat BCD. Poniewaz w czworokat ABC'D mozna wpisaé okrag, wiec
okrag w wpisany w tréjkat ABD jest styczny do okregu os. Stad wynika, ze
punkty @, E oraz $rodek okregu w leza na jednej prostej. To jednak nie jest
mozliwe, gdyz punkty te znajduja sie odpowiednio na bokach IC, CA, Al
trojkata AIC 1 sg rézne od jego wierzchotkdow. OtrzymaliSmy sprzecznosé,
ktéra dowodzi, ze A # 1.

7 uzyskanej wyzej rownosci wynika zatem, ze r1 =719, czyli PE = EQ.

Zadanie 12. Dane sg funkcje

fle)=2" oraz g(x)=f(F(F(f(f(S(f(2))))))
(7-krotna iteracja funkcji f). Rozstrzygnaé, czy liczba g(3) — g(0) jest
podzielna przez liczbe g(2) — g(0).
Rozwigzanie
Liczby ¢(0), g(2) i g(3) sa odpowiednio wyrazami az, by i ¢7 ciagéw (ay,),
(bn) 1 (cn) okreslonych rekurencyjnie wzorami

ag = O bO — 2 Co= 3
An+1 = A bpy1= 20n ) Cn+1 = 20,

Wykazemy, ze liczba ¢z —ar;=g(3)—g(0) nie dzieli sie przez by —ar;=g(2)—g(0).
W dowodzie skorzystamy z nastepujacego lematu:

Lemat

Dane sa takie liczby calkowite dodatnie k i, ze liczba 2! —1 jest podzielna
przez 2F — 1. Wéweczas liczba [ jest podzielna przez k.

Dowad

Niech [ =kq+r, gdzie r € {0,1,2,...,k—1}. Liczby 2! —1 i 29 —1 s po-
dzielne przez 2% —1, zatem réznica tych liczb, czyli liczba 2! — 2k = 24 (2" — 1)
jest podzielna przez 2¥ —1. Liczby 2% i 28 —1 sa wzglednie pierwsze, skad
wynika, ze liczba 2" —1 jest podzielna przez 2¥ — 1. Poniewaz r < k, wiec po-
dzielno$¢ ta ma miejsce jedynie wtedy, gdy r=0. To oznacza, ze liczba [ jest
podzielna przez k.

Przystepujemy do rozwigzania zadania.

Przypusémy, ze by —ar | cr —ar. Wtedy 26 — 296 |29 — 296 skad wynika,
ze 2b6—a6 —1|2%~% — 1, Korzystajac z lematu uzyskujemy bg — ag | cs — ag.

Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do podzielnosci bg—ag | co—ao,
czyli 2|3, co nie jest prawda.

(wp)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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