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Zadanie 1. Wyznaczyé wszystkie dodatnie liczby catkowite n, dla ktérych
n"+1 oraz (2n)"+1
sa liczbami pierwszymi.

Rozwigzanie

Niech a > 2, m > 1 beda liczbami catkowitymi. Wykazemy najpierw, ze
jesli liczba m ma dzielnik nieparzysty wickszy od 1, to liczba a™ +1 jest
zlozona. Istotnie: jedli [ jest dzielnikiem nieparzystym liczby m, to m=I[d dla
pewnej liczby caltkowitej dodatniej d oraz

a™+1=(aH'+1=(a%+1) (@)1= (a) 2 +...—a?+1).

7 powyzszego wzoru wynika, ze liczba a?+1 jest dzielnikiem liczby a™ + 1.
Dla [ > 1 dzielnik ten jest wickszy od 1 i mniejszy od a™ + 1. Zatem liczba
a™ +1 jest zlozona.

Liczba n =1 spetnia warunki zadania: liczby 1' +1=2, 224+ 1=5 sa
liczbami pierwszymi. Zalézmy wiec w dalszej czesci rozumowania, ze n > 2.

Jedli liczba n™+1 jest liczbg pierwsza, to n nie ma dzielnikéw nieparzy-
stych wiekszych od 1. Stad wynika, ze n=2F dla pewnej liczby calkowitej
dodatniej k. Wowczas

(1) n"+1=252"11 oraz (2n)2"+1=20k+D2"" 41

Dla k> 2 co najmniej jedna z liczb k-2%, (k-+1)-2%+! ma dzielnik nieparzysty
wigkszy od 1, a wiec co najmniej jedna z liczb (1) jest zlozona. Wobec tego
musi by¢ k=1, czyli n=2.

Pozostato upewni¢ sie, ze liczba n =2 spelnia warunki zadania: liczby
22 +1=>5 oraz 4* +1 =257 s liczbami pierwszymi.

Odp.: n=1lub n=2.

Zadanie 2. W czworokacie wypuktym ABCD punkt M jest érodkiem przekat-
nej AC. Wykazaé, ze jezeli
IBAD =YBMC =3YCMD,
to na czworokacie ABC' D mozna opisaé¢ okrag.
Rozwigzanie
Oznaczmy: a = SBAD.
Jedli a=90°, to punkty B, M, D leza na jednej prostej. Wtedy punkty
A i C sa symetryczne wzgledem prostej BD. Stad <BCD = <BAD =90°,
czyli na czworokacie ABC' D mozna opisaé okrag.
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W dalszym ciagu przyjmijmy, ze a#90°. Niech E bedzie punktem syme-
trycznym do punktu D wzgledem symetralnej odcinka AC' (rys. 1, 2). Wow-
czas IBMC =<JCMD = JSAME, skad wynika, ze punkty B, M, E leza na
jednej prostej. Proste AC' i ED sa réwnolegle. Zatem gdy o< 90° (rys. 1), to

YBAD = SBMC = BED:
natomiast jesli a>90° (rys. 2), to
IBAD =<BMC =180°—-<YBMA=180°—-<BED.

W obu przypadkach otrzymana réwnos$¢ oznacza, ze punkty A, B, D, E
leza na jednym okregu. Ponadto czworokat o wierzchotkach A, C', D, F jest
trapezem rownoramiennym, a wiec rowniez punkty A, C, D, F leza na jed-
nym okregu. Zatem punkty A, B, C, D leza na jednym okregu, co nalezato
wykazad.

I

rys. 1 rys. 2

Zadanie 3. W przestrzeni danych jest n punktéw (n>2), z ktérych zadne cztery
nie leza w jednej plaszczyznie. Niektére z tych punktéw zostaty pota-
czone odcinkami. Niech K bedzie liczbg poprowadzonych odcinkow
(K >1), a T liczba powstalych tréjkatéw. Udowodnié, ze

9T* <2K°.
Rozwigzanie
Ponumerujmy liczbami od 1 do m te punkty, z ktérych wychodzi co
najmniej jeden odcinek i przyjmijmy, ze z punktu o numerze i (i=1,2,...,m)

wychodzi doktadnie k; odcinkéow. Wtedy k; > 0. Oznaczmy ponadto przez t;
(i=1,2,...,m) liczbe tych trojkatéw, ktorych jednym z wierzchotkéw jest
punkt o numerze i. Wowczas

(1) ki+ko+...+kp=2K oraz ti+te+...+t,=3T.

Zbiér A; tych punktéow, ktére zostaly potaczone odcinkiem z punktem o nu-
merze ¢ zawiera doktadnie k; elementow. Ponadto tréjkatow majacych wierz-
chotek w punkcie o numerze i jest tyle samo, ile poprowadzonych odcinkéw
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o wierzchotkach w zbiorze A;. Zatem
R _ K=k K
< _ " [
(2) t; < <2> 5 <5

7 drugiej strony, liczba tych odcinkéw jest mmniejsza niz liczba wszystkich
poprowadzonych odcinkéw. Wobec tego

(3) t; < K.
Mnozac stronami nieréwnosci (2) i (3) uzyskujemy ¢? < 1k?K. Stad oraz
z réwnosci (1) otrzymujemy
3T =t <y, \ﬁzg-zh
V2 V2 V2

i=1 i=1
Podnoszac ostatnig nieréwnos¢ stronami do kwadratu dostajemy teze.

(wp)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Dany jest wielomian W (z) =2 +ax+b, o wspotczynnikach catkowi-
tych, spelniajacy warunek:
Dla kazdej liczby pierwszej p istnieje taka liczba catkowita k, ze liczby
W (k) oraz W (k—+1) sa podzielne przez p.
Dowie$é, ze istnieje liczba catkowita m, dla ktorej

W(m)=W(m+1)=0.
Rozwigzanie
Warunek W(m) =W (m+1) =0 oznacza, ze W(x)=(x—m)(x—m—1),
czyli W(x) =22 — (2m+1)z+m? +m. Nalezy zatem wykazaé, ze istnieje taka
liczba calkowita m, ze
a=-2m—1 oraz b=m*+m.

Ustalmy liczbe pierwsza p. Wéwczas dla pewnej liczby catkowitej k liczby
A=W(k)=k*+ak+b,
B=W(k+1)=k+(a+2)k+(a+b+1).

sa podzielne przez p. Przez p dziela sie wiec kolejno nastepujace liczby:
C=B—-A=2k+(a+1),
D=2A-kC=(a—1)k+20,
E=(a—1)C—-2D=a*—4b—1.
Liczba E jest wyznaczona przez wspolczynniki wielomianu W i nie zalezy
od k. Przeprowadzajac to rozumowanie dla kazdej liczby pierwszej p stwier-
dzamy, ze liczba E jest podzielna przez kazda liczbe pierwsza p i w konse-
kwencji E=0. Stad wynika, ze liczba a jest nieparzysta, tzn. a=—2m—1 dla
pewnej liczby catkowitej m, oraz b= 1(a®>—1)=m?+m.

Zadanie 5. Dany jest romb ABCD, w ktérym $BAD > 60°. Punkty E i F
leza odpowiednio na bokach AB i AD, przy czym SECF =<ABD.
Proste CE i C'F przecinaja, przekatng BD odpowiednio w punktach
P i Q. Wykazad, ze
PQ AB

EF  BD"

Rozwigzanie
Z réwnosci SFDQ = SPCQ wynika, ze trojkaty FDQ i PCQ sa po-
dobne. Poniewaz punkty A i C' sa symetryczne wzgledem prostej BD, wiec
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trojkaty PCQ i PAQ sa przystajace oraz
JAPQ =94CPQ=<4DFQ=180°—JAFQ.

Rownosé ta oznacza, ze punkty A, P, @, F lezg na jednym okregu. Podobnie
dowodzimy, ze punkty A, P, @, F leza na jednym okregu. Istnieje wiec okrag
przechodzacy przez punkty A, P, Q, Ei F.

C

7 zaleznoéci SCPQ = JCFE wnioskujemy, ze tréjkaty CPQ i CFE sa
podobne. Analogicznie uzyskujemy podobienstwo tréjkatéw DQF i DAP.
Ponadto podobne sg tréjkaty PAQ i ABQ. Stad

EF FC FQ+AQ FQ AQ DQ  BQ BD
PQ PC~  PC _PA PA AD AB  AB’
co nalezato wykazaé.

Zadanie 6. Liczby a, b, ¢ naleza do przedziatu (0;1). Udowodnié, ze

a b c
<2.
bc+1+ca+1+ab+1 =

Rozwigzanie
Wykazemy, ze dla dowolnych liczb a, b, ¢ nalezacych do przedziatu (0;1)
zachodzi nieréwnosé
a 2a

1 < .
(1) bc+1 a+b+c
Istotnie: jesli a=0, to powyzsza nieréwnos¢ jest spelniona. Dla a >0 zaleznosé
(1) jest réwnowazna nieréwnosci a+ b+ c < 2bc+ 2, ktéra mozna zapisaé jako
a<l+bc+(b—1)(c—1).
Ostatnia nieréwnos¢ jest spetniona — wynika ona bezposrednio z zaleznosci
a<1,0<bc, 0<(b—1)(c—1). To kohczy dowdd wlasnosci (1).
Analogicznie dowodzimy, ze
b 2b 2
(2) < oraz ¢ < <.
ca+1 " a+b+c ab+1 " a+b+c
Dodajac stronami nieréwnosci (1) oraz (2) uzyskujemy teze.

(wp)
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