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Zadanie 1. Wyznaczyé wszystkie trojki (x,y,n) liczb catkowitych dodatnich
spelniajace réwnanie
(z—y)" =zy.

Rozwigzanie
Dla n =1 podane réwnanie ma postaé¢ (x+1)(y—1)=—1, wiec nie ma
rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich. Przyjmijmy zatem, ze n > 2.
Niech z=x —y. Dane réwnanie przybiera postaé¢ 2 —xz = 2". Po prze-
mnozeniu przez 4 i prostym przeksztalceniu uzyskujemy

(1) (22 —2)? =2%(1+42"72).

Stad wynika, ze czynnik 1442”2 jest kwadratem liczby catkowitej. Poniewaz
jest to liczba nieparzysta wicksza od 1, wiec dla pewnej liczby catkowite]
dodatniej t mamy 1+42""2=(2t+1)?, czyli

22 =t 1).

Dla n=2 uzyskujemy 1=t¢(t+1), co nie moze by¢ spelnione, gdyz liczba
t(t+1) jest parzysta dla kazdej liczby catkowitej t. Zatem jesli n=2, to dane
rownanie nie ma rozwigzan w liczbach catkowitych dodatnich.

Dla n=3 mamy z=t(t+1). Wstawiajac to wyrazenie do réwnania (1)
wyznaczamy niewiadoma x. Po kilku przeksztalceniach otrzymujemy

r=t(t+1)> lub z=—t3(t+1).

Poniewaz t >0, a x jest liczba dodatnia, to druga z wyznaczonych wartosci x
odpada. Ponadto y=x—z=t(t+1)?> —t(t+1) =t3(t+1). Znalezliémy w ten
sposéb nastepujace trojki:

(2) (z,y,n) = (t(t+1)*,t*(t+1),3), gdziet=1,2,3,... .

Bezposrednio sprawdzamy, ze sa one rozwiazaniami danego réwnania.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek n > 4. Poniewaz liczby t, t+1 sa
wzglednie pierwsze, a ich iloczyn jest (n—2)-ga potega liczby calkowitej do-
datniej, to kazda z tych liczb musi byé¢ (n—2)-ga potega liczby calkowite]
dodatniej. Jednak dla n > 4 nie istnieja dwie kolejne liczby catkowite dodat-
nie bedace (n—2)-gimi potegami liczb catkowitych. Zatem jesli n >4, to dane
réwnanie nie ma rozwiazan w liczbach catkowitych dodatnich.

Reasumujac: dane réwnanie ma rozwiazanie (z,y) w liczbach catkowitych
dodatnich tylko dla n=3. Wszystkie rozwiazania sa dane wzorem (2).



Zadanie 2. Punkty A, B, C, D leza, w tej wlasnie kolejnosci, na okregu o.
Punkt S lezy wewnatrz okregu o i spelnia warunki

JSAD=<4SCB oraz <SDA=<4SBC.
Prosta zawierajaca dwusieczng kata ASB przecina okrag o w punk-
tach P i Q. Dowies¢, ze PS=Q5.
Rozwigzanie
Przyjmijmy, ze proste AS, BS, CS przecinajg okrag o po raz drugi
odpowiednio w punktach E, F'; G (rys. 1). Z danych w zadaniu réwnosci
wynika podobienstwo trojkatéw ASD i CSB, a stad
AS DS
CS BS
wiec i YASC = IDSB. Réwnosci te dowodza, ze tréjkaty ASC i DSB sa
podobne, skad w szczegdlnosci dostajemy JACS =<IDBS. Stad wniosek,
ze tuki GA i F'D okregu o sa réwne (piszac ,tuk XY” mamy na mysli tuk
biegnacy wzdluz okregu o od punktu X do punktu Y w kierunku przeciw-
nym do ruchu wskazéwek zegara). Analogicznie, z réwnoéci $SAD = 4SCB
wnioskujemy, ze tuki GB i ED sa réwne. Zatem takze tuki AB i EF sa
rowne.

oraz YBSC=<IDSA,

rys. 1 rys. 2

Czworokat ABEF jest wigc trapezem réwnoramiennym, a punkt S jest
punktem przeciecia jego przekatnych (rys. 2). Przyjmijmy, ze punkt P lezy
na tym tuku AB okregu o, ktéry nie zawiera punktéw C' i D. Z réwnosci

$PSA=39ASB=L(IFAS+JAFS)=4FAS
wynika, ze prosta PQ jest rownolegta do prostych BE i AF. Stad wniosek,

ze punkty A, P, B sa odpowiednio obrazami punktow F, Q, E w symetrii
wzgledem symetralnej odcinkéw AF i BE. Zatem PS=QS5.



Zadanie 3. W kwadratowe] tablicy o wymiarach 2n x 2n, gdzie n jest liczba
naturalna, znajduje sie 4n? liczb rzeczywistych o sumie réwnej 0
(na kazdym polu tablicy jedna liczba). Warto$é¢ bezwzgledna kazdej
z tych liczb jest nie wicksza od 1. Dowies¢, ze wartos¢ bezwzgledna
sumy wszystkich liczb z pewnego rzedu (poziomego lub pionowego)
nie przekracza n.

Rozwigzanie

Ponumerujmy wiersze i kolumny danej tablicy liczbami 1,2,...,2n.

Niech ry,79,...,72, beda sumami liczb napisanych w wierszach o nume-
rach 1,2,...,2n, a ¢y,co,...,cop, sumami liczb znajdujacych sie¢ w kolumnach
o numerach 1,2,...,2n. Zmieniajac numeracje wierszy oraz kolumn mozemy
zalozyé, ze ry >ro> ... 219, Oraz ¢y >Co > ... 2> Cap.

Oznaczmy przez A, B, C, D sumy liczb w czterech ¢wiartkach tablicy,
jak pokazuje rysunek 3.

Wéwezas A+ B+ C+ D =0, skad wynika, ze w ciagu (A,B,C,D,A)
istnieja dwie kolejne liczby, z ktoérych jedna jest nieujemna, a druga niedo-
datnia. Przyjmijmy na przyklad, ze AB < 0. Rozumowanie w pozostatych
przypadkach jest analogiczne.

1 2...nn+l ..2n

‘' A | B

n—+1

'rL+2E D C

2n

rys. 3

Liczby A i B powstaly z sumowania n? liczb rzeczywistych o wartosci
bezwzglednej nie wigkszej niz 1, a wiec |A| <n? oraz |B|<n?. Jedna z hczb
A, B jest nieujemna, a druga medodatma, wiee |A+ B| <max(|A|,|B|) <n?.
Stad otrzymujemy réwniez |C'+ D| = |A+ B| <n?.

Jezeli r,, >0, to liczby 71,79,...,7, sa nieujemne. Wtedy ich suma A+ B
jest tez nieujemna, skad uzyskujemy ri+ro+...4+r,=A+B<n? Zatem co
najmniej jedna z (nieujemnych) liczb ry,rs,...,7, nie przekracza n.

Jezeli natomiast 7, <0, to liczby 7, 4+1,7n+42,...,72, 53 ujemne i ich suma
wynosi C+D. Wtedy [rp1|+|rnie|+-..+|r2n] =|C+ D] <n?. Stad wynika,
ze co najmniej jedna z liczb |7 41|, |7nt2],- -, |r2n| nie przekracza n.

To dowodzi zadania.

(wp)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Dana jest liczba rzeczywista ¢ > —2. Dowiesé, ze jezeli liczby z1,
Z2,...,Tn (n>=2) sa dodatnie oraz

\/x%+cx1x2—|—x§+\/xg—|—cx2x3+x§—|—...—|—\/x%—|—cmnx1—I—m%:

=vVe+2(zitaz2+...+xn),

toc=2lubzi=22=...=2,.
Rozwigzanie
Whprowadzmy nastepujace oznaczenia:

a; =Vc+2(x;+mwip1) oraz b; = 2\/3012 +cxivip+ai, dla i=1,2,...n,
przyjmujac x,4+1 = 1. Liczby a; sa dodatnie. Redukujac wyrazy podobne
otrzymujemy zaleznoéé a? —b? = (c—2)(x; —x;11)%. Stad oraz z danej w tresci
zadania rownosci dostajemy

n " a2 —p2 n (x‘—x-+1)2
0= 3 (-0 =30 U ey 3 )t
i=1 = aith; = aitb;
Prawa strona powyzszej rownosci jest rowna 0 jedynie wtedy, gdy ¢=2 lub
T1=T92=...=Tn.

Zadanie 5. Niech k bedzie liczba naturalng wicksza od 1 i niech m =4k* — 5.
Wykazaé, ze istnieja takie liczby calkowite dodatnie a, b, ze kazdy
wyraz ciggu (z,) okreslonego wzorami

r1=a, Ta=0b, XTpt2=Tn+1+x, dla n>1
jest wzglednie pierwszy z liczbg m.
Rozwigzanie
Wykazemy, ze warunki zadania spelniajg liczby a=1, b=2k*+k—2.
Udowodnimy indukcyjnie, ze x, =b"~! (mod m) dlan=1,2,3,... . Dlan=1
i n=2 zalezno$é ta jest oczywiscie spelniona.
Korzystajac ze zwigzku 4k? =5 (mod m) uzyskujemy kolejno:
20 =4k?+2k—4=2k+1 (mod m),
40 =4k* +4k+1=4k+6=4b+4 (mod m).

Liczby 4 i m sa wzglednie pierwsze, wiec b>=b+1 (mod m). Stad i z zatozenia

indukcyjnego dostajemy

bn+1 (

Tpio=Tpi1+T, =b"+0"" 1= mod m).

Dowdéd indukceyjny jest zakonczony.



7 uzyskanej w tym dowodzie zaleznoéci b> =b+1 (mod m) wynika, ze
liczby b i m sa wzglednie pierwsze. Skoro zaé x,, =b"~! (mod m), wnosimy
stad, ze (dla kazdego n) liczby z,, i m sa wzglednie pierwsze.

Zadanie 6. Udowodnié¢, ze kazdy wielokat wypukly o polu 1 zawiera szeéciokat
wypukly o polu nie mniejszym niz 3/4.

Rozwigzanie

Spoéréd wierzchotkéw danego wielokata W wybieramy trzy A, B i C be-
dace wierzchotkami tréjkata o najwiekszym polu, réwnym s. Niech X bedzie
punktem wielokata W, lezacym po przeciwnej stronie prostej BC niz punkt
A i oddalonym najdalej od prostej BC (rys. 4). Analogicznie definiujemy
punkty Y i Z.

A
rys. 4

Wykazemy, ze pole szesciokata AZBXCY jest nie mniejsze niz 3/4, co
zakonczy rozwiazanie zadania.

Przez punkty A, B i C poprowadzmy proste réwnolegle odpowiednio
do prostych BC, CA i AB wyznaczajace tréjkat o wierzchotkach D, E, F
(rys. 5). Z faktu, iz trojkat ABC ma najwigksze pole sposrdéd wszystkich
tréjkatow o wierzchotkach w wierzchotkach wielokata W wynika, ze wielokat
W jest zawarty w trojkacie DEF.

Przez punkty X, Y, Z prowadzimy proste réwnoleglte odpowiednio do
prostych BC, C A, AB przecinajace boki trojkata DEF w punktach K, L,
M, N, P, @, jak na rysunku 5. Z okreslenia punktéw X, Y, Z wynika, ze
wielokat W jest zawarty w szeSciokacie o wierzchotkach K, L, M, N, P, Q.

Oznaczmy przez s pole tréjkata ABC. Wéwcezas kazdy z tréjkatéw BCD,
CAFE i ABF ma pole réwne s. Niech ponadto x, y, z oznaczaja odpowiednio
pola tréjkatow BCX, CAY i ABZ. Nalezy wykazaé, ze x+y+2z+s > 3/4.

Niech J bedzie takim punktem, ze czworokat C'BJ L jest réwnoleglobo-
kiem. Wéwezas tréjkaty CBD i JK B sa podobne. Oznaczajac przez [F] pole
figury F, mamy zaleznosci

eoo1=(53) =(ozm1) = (oo =

[CBD]

5



czyli [JK B] =22 /s. Stad otrzymujemy

.1'2

(CBKL]=[CBJL]~[JKB] =2~ [JKB] =2~

A T\ o ~ B
N A P

rys. 9

Analogicznie wyrazamy pola trapezow ACMN i BAPQ. Zatem pole
szesciokata o wierzchotkach K, L, M, N, P, Q wynosi

2 2 2 2,92, .2
s+ (2$_x> + <2y—y> + (2z—z> s m oy, LY
S S S s

Poniewaz szesciokat ten zawiera dany wielokat W, wiec

2 2 2
syt YT o
S

Wystarczy zatem wykazaé, ze
3 2,2, ,2
strtytz> 4<s+2x+2y+2z—x+y+z> .
S

Mnozac obie strony tej nieréwnosci przez 12s oraz redukujac wyrazy podobne
uzyskujemy jej rownowazna postac:
(32 —5)2+(3y—5)°+(32—5)2>0,
a ta ostatnia nieréwnos¢ jest oczywiscie spetniona.
(wp)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezgce informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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