LVII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(12 wrzesnia 2005 r. — 5 grudnia 2005 r.)

Zadanie 1. Wyznaczy¢é wszystkie nieujemne liczby catkowite n, dla ktérych licz-
ba 2" +105 jest kwadratem liczby catkowitej.
Rozwigzanie

Jedli n jest liczba nieparzysta, to liczba 2™ 4105 daje z dzielenia przez 3
reszte 2. Poniewaz liczba bedaca kwadratem liczby catkowitej nie moze dawacé
reszty 2 z dzielenia przez 3, wiec liczba n spelniajaca warunki zadania musi
by¢ parzysta.

Przyjmijmy wiec, ze n =2k dla pewnej liczby catkowitej nieujemnej k.
Chcemy rozwigzaé réwnanie 22F 4105 =m? w liczbach calkowitych nieujem-
nych k i m. Réwnanie to przepisujemy w postaci (m —2%)(m+2%) = 105.

7 uzyskanej réwnosci wynika, ze m—2F >0. Oczywiscie réwniez spetniona
jest nieréwnosé m+2% >m—2F. Poniewaz 105=3-5-7, wiec wyznaczenie liczb
catkowitych nieujemnych m i k spelniajacych zaleznosé (m—2%)(m+2%)=105
sprowadza sie do rozwiazania czterech uktadéw réwnan:

m—2F=7 m—2F=5 m—2F=3 m—2F=1

m+28=15 | m+2"=21 |m+2"=35 |m+2F=105
Odejmujac stronami pierwsze réwnanie od drugiego dochodzimy do wniosku,
ze liczba 2-2F = 281 réwna sie 8, 16, 32 lub 104. Stad uzyskujemy trzy
mozliwe wartosci k; sa nimi: 2, 3 lub 4. Tym samym mozliwe wartoéci liczby
n wynosza 4, 6 lub 8.

Bezposrednio sprawdzamy, ze dla uzyskanych trzech wartosci n liczba
2™ 4105 jest kwadratem liczby catkowitej:

2'4+105=121=11%
204105 =169 =137,
284105 =361 =19

Zadanie 2. Rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych nieujemnych x réwnanie
V= [ 3z ] )
Uwaga: [t] oznacza najwigksza liczbe caltkowita nie wigksza od ¢.
Rozwigzanie
Niech z bedzie liczbg spelniajaca dane réwnanie. Wtedy liczba y = /z
jest calkowita. Ponadto y >0, gdyz z > 0. Podstawiajac wiec x =%° do roz-
patrywanego réwnania otrzymujemy

y=[¥34].
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Zaleznos¢ ta oznacza, ze
Y < V3. y<y-+1.

Pierwsza z tych nieréwnosci jest prawdziwa dla dowolnej liczby nieujemnej .
Druga natomiast jest rownowazna nieréwnosci

1
(1) y<m.

Poniewaz liczba 1/ (\5/§—1) nalezy do przedzialu (4,5), wiec sposréd liczb
catkowitych nieujemnych tylko liczby 0, 1, 2, 3, 4 spelniaja zaleznosé (1).
Tym samym niewiadoma z przyjmuje jedna z pieciu wartosci: 0, 1, 2°, 3°
lub 45.

Bezposrednie sprawdzenie pokazuje, ze kazda z tych pieciu liczb spetnia
wyjsciowe rownanie.

Zadanie 3. Trbjkat ostrokatny ABC jest wpisany w okrag o srodku O. Punkt D
jest rzutem prostokatnym punktu C na prosta AB, a punkty F'i F sa
rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na proste AC i BC.
Wykazaé, ze pole czworokata FOFC' jest rowne polowie pola tréj-
kata ABC.

Rozwigzanie

Niech P bedzie punktem symetrycznym do punktu C wzgledem punk-

tu O (rys. 1). Poniewaz tréjkat ABC jest ostrokatny, wiec punkty A, P, B i

C leza na okregu o srodku O w tej wlasnie kolejnosci.

rys. 1

Pola tréjkatow COFE i POE sa réwne, gdyz tréjkaty te maja wspdlng
wysoko$¢ opuszczong z wierzchotka F, a odcinki CO i OP sg réwnej dtugo-
Sci. Analogicznie, pola tréjkatéw COF i POF sg roéwne. Stad otrzymujemy
[EOFC] = -[EPFC], gdzie symbolem [F] oznaczyliémy pole figury F.

Aby dokonczy¢ rozwiazanie nalezy dowie$é, ze [EPFC|=[ABC].
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Odcinek CP jest $rednicg okregu opisanego na trojkacie ABC', wiec pro-
ste AP i AC s prostopadle. Prosta DE jest prostopadta do prostej AC', wigc
rownolegta do prostej AP. Stad wynika, ze pola tréjkatow DEA i DEP sa
réwne. Podobnie, pola tréjkatéw DFB i DF P sg réwne. Zatem

[EPFC)=[EDFC)+[DEP]+[DFP]=
— [EDFC)+[DEA]+|DFB]=[ABC],

co konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 4. Uczestnicy zawodéw matematycznych rozwigzywali szesé¢ zadan, kaz-
de oceniane jedna z ocen 6, 5, 2, 0. Okazato sie, ze dla kazdej pary
uczestnikéw A, B mozna wskazaé takie dwa zadania, ze w kazdym
z nich A uzyskal inng oceneg niz B.

Wyznaczy¢ najwieksza liczbe uczestnikow, dla ktorej taka sytuacja
jest mozliwa.

Rozwigzanie

Wykazemy, ze najwicksza liczba uczestnikéw, dla ktérej taka sytuacja
jest mozliwa, jest 1024. W dalszym ciagu przyjmiemy, ze dopuszczalnymi
ocenami sa liczby 0, 1, 2, 3 (zamiast 5 punktéow stawiamy 4, a nastepnie

kazda ocene dzielimy przez 2).

Niech P={0,1,2,3} i rozwazmy zbi6r

X:{(al,ag,...,aﬁ): al,ag,...,aGEP}.

Zbiér X ma oczywiscie 4096 elementow. Bedziemy rozwazaé podzbiory A
zbioru X o nastepujacej wlasnosci (x):
(%) jesli (ay,ag,...,aq),(b1,ba,...,bs) € A to istnieja i,j takie, ze

1<4,5<6, i#j, oraz a;#b;, a; #b;.
Wystarczy pokazad, ze najwieksza liczba elementéw zbioru A o wlasnosci (%)
wynosi 1024.

Najpierw pokazujemy, ze jesli zbiér A ma wlasno$é (%), to ma co naj-
wyzej 1024 elementy. Zatézmy zatem, ze mamy dany podzbiér A zbioru X
majacy wlasnos$¢ (%) i przypusémy, ze ma on co najmjniej 1025 elementéw.
Poniewaz istnieja doktadnie 1024 ciagi dtugosci 5 o wyrazach ze zbioru cztero-
elementowego P, wiec z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze w zbiorze
A istnieja co najmniej dwa ciagi, majace te same wyrazy od pierwszego do
piatego. Te ciagi réznig sie wiec tylko jednym wyrazem — szdstym, co jest
sprzeczne z wlasnoscia (). Zatem zbiér A ma co najwyzej 1024 elementy.

Teraz pokazujemy, ze istnieje zbior A majacy co najmniej 1024 elementy
i majacy wlasnosé (x). Wystarczy mianowicie wzia¢ nastepujacy zbior:

A={(a1,az2,...,a6) € X : 4]a1+as+...+ag}.

Najpierw pokazujemy, ze zbior A ma co najmniej 1024 elementy. Wezmy
dowolne liczby ai,as,...,a5 € P. Takiego wyboru mozemy dokonaé¢ na 1024
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sposoby. Niech r bedzie reszta z dzielenia przez 4 sumy a1 +as+...4as i przyj-
mijmy ag =4 —r. Wtedy oczywiscie (ay,as,...,a6) € A, a wigc wskazaliSmy
w zbiorze A co najmniej 1024 rézne ciagi. Wreszcie pokazujemy, ze zbiér A
ma wlasnosé (x). Przypusémy, ze

(al,ag,...,a(;), (bl,bg,...,bG) cA
oraz ciagi (a1,az,...,a6) 1 (b1,ba,...,bs) réznia sie tylko jednym wyrazem, np.
wyrazem o indeksie k: ag # by, gdzie 1 <k <6 oraz a; =b; dla i # k. Poniewaz
liczby a1 4ao+...+ag i by +by+...4+bg sa podzielne przez 4, wiec ich réznica
tez jest podzielna przez 4. Ale
(a1 +as+...+ag)— (b1 +ba+...+bg) =ar—bg.
Zatem liczba ay — by, jest podzielna przez 4. Poniewaz ay, b, € P, wiec
ap—b, €{-3,-2,-1,0,1,2,3}.

W zbiorze {—3,-2,—1,0,1,2,3} jest tylko jedna liczba podzielna przez 4,
mianowicie 0. Zatem ay, = by, whrew zalozeniu, ze ciagi (ay,as2,...,as) oraz
(b1,ba,...,bg) réznia sie wyrazem o indeksie k. Ta sprzecznosé dowodzi, ze
zbiér A ma wlasnosé (x), co konczy dowdd.

Zadanie 5. Niech a, b bedg liczbami rzeczywistymi. Rozwazamy funkcje
f(z)=azx+b|x| oraz g(z) = ax —blz|.
Wykazaé, ze jesli
f(f(x))=2 dla kazdej liczby rzeczywistej x,
to réwniez

g(g(x)) =2 dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej x mamy

9(z) =ax—blz|=—(a- (=) +b-|—z[) = —f(—x).
Zatem dla kazdej liczby rzeczywistej x otrzymujemy

9(9(x)) = —f(=g9(2)) == f(f(-2)) = =(-2) ==,

co nalezalo udowodnié.

Zadanie 6. W tréjkacie ostrokatnym ABC wysokodci przecinajg sie w punk-
cie H. Prosta przechodzaca przez H przecina odcinki AC i BC od-
powiednio w punktach D i E. Prosta przechodzaca przez H i pro-
stopadta do prostej DE przecina prostag AB w punkcie F'. Dowiesé,

ze
DH _AF

HE FB°



Rozwigzanie

Niech K bedzie punktem przeciecia prostej AH z prosta przechodzaca
przez punkt B i réwnolegla do prostej F'H (rys. 2). Oznaczmy przez X rzut
prostokatny punktu A na prosta BC, za$ przez Y punkt przeciecia prostych
prostopadtych DE i BK.

rys. 2

Odcinki BX i HY sa wysokosciami w trojkacie BH K, a zatem prosta
K FE zawiera trzecig wysokos¢ tego trojkata. Zatem prosta K E jest prostopa-
dta do prostej BH, czyli réwnolegla do prostej AC. Stad
DH AH AF
HE HK FB’

Zadanie 7. Dana jest liczba pierwsza p > 3 oraz takie liczby catkowite dodatnie
a,b,c,ze a+b+c=p+1 orazliczba a®+b3+¢®>—1 jest podzielna
przez p. Udowodnié, ze co najmniej jedna z liczb a, b, ¢ jest rowna 1.
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze

(a+b+c)=a®+b2+ 3 +3(a’b+b2a+ b c+ b+ Ca+a’c+2abe) =
=a’+b°+c+3(a+b)(b+c)(c+ta).

Zgodnie z warunkami zadania liczby a+b+c oraz a®+b3+c?® daja z dzielenia
przez p reszte 1, a wiec na mocy powyzszej tozsamosci liczba

3(a+b)(b+c)(c+a)
jest podzielna przez p. Skoro p jest liczba pierwsza rézna od 3, to ktoérys
z czynnikéw a+b, b+ c lub c+a jest podzielny przez p. Przyjmijmy, bez
straty ogdlnosci, ze p|a+b.
Liczby a, b, ¢ sa catkowite dodatnie, wiec 0 <a+b<a+b+c=p+1. Stad
wynika, ze a+b=p, czyli c=1.

Zadanie 8. Czworoécian ABCD jest opisany na kuli o srodku S i promieniu 1,
przy czym SA>SB > SC. Wykazaé, ze SA> /5.
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Rozwigzanie
Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat.

Lemat
Tréjkat ABC jest zawarty w kole o promieniu R. Okrag o promieniu r
jest wpisany w trojkat ABC. Wowczas R > 2r.

Dowaod

Niech D, E, F beda odpowiednio srodkami bokéw BC', C A, AB (rys. 3).
Oznaczmy ponadto przez S punkt przeciecia érodkowych AD, BE i CF.
Rozpatrzmy dalej jednoktadnosé o srodku S i skali —1/2. Jednokladnosé ta
przeprowadza punkty A, B i C odpowiednio na punkty D, F i F', natomiast
okrag o promieniu R zawierajacy trojkat ABC na okrag w o promieniu R/2
zawierajacy trojkat DEF.

rys. 3 rys. 4

PoprowadZzmy styczna ks do okregu w, ktéra jest réwnoleglta do boku
BC' i ktéra lezy po przeciwnej stronie prostej BC niz punkt A. Taka pro-
sta istnieje, gdyz okrag w przecina prosta BC. Analogicznie konstruujemy
styczne kp i ko rownolegle odpowiednio do prostych C A i AB. Proste k4,
kg, ke wyznaczaja boki tréjkata XY Z podobnego do tréjkata ABC (rys. 4).
Ponadto okrag w jest wpisany w trojkat XY Z. Poniewaz tréjkat ABC jest
zawarty w trojkacie XY Z, wiec promien okregu wpisanego w trojkat ABC
nie przekracza promienia okregu wpisanego w tréjkat XY Z. Stad r < R/2,
czyli R> 2r. To konczy dowdd lematu.

Przystepujemy do rozwigzania zadania.

Rozpatrzmy plaszczyzne 7 przechodzacy przez punkt S i réwnolegta do
plaszczyzny ABC. Plaszczyzna m przecina krawedzie AD, BD, C'D odpo-
wiednio w punktach A’, B/, C’ i jej przekrdj ze sferg wpisang w czworoscian
ABCD jest okregiem w o promieniu 1, zawartym w tréjkacie A’B’'C’. Jed-
nokladno$é o érodku D, ktéra przeprowadza tréjkat A’B’C’ na tréjkat ABC
odwzorowuje okrag w na okrag o promieniu wiekszym niz 1 i zawartym w troj-
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kacie ABC. Stad wniosek, ze promien okregu wpisanego w trojkat ABC' jest
wiekszy od 1.

Niech T bedzie punktem stycznosci sfery wpisanej w czworoscian ABC' D
ze $ciang ABC i przypusémy, ze SA < /5. Wtedy réwniez SB < /5 oraz

SC <+/5. Ponadto
TA=+vSA2-1<2

i analogicznie TB <2 oraz TC < 2. Zatem tréjkat ABC lezy wewnatrz okregu
o érodku T i promieniu 2, co oznacza (na mocy lematu), ze promien okregu
wpisanego w trojkat ABC' jest mniejszy lub réwny 1. OtrzymaliSmy sprzecz-
nos$é, gdyz jak udowodniliSmy wyzej promien ten jest wiekszy od 1. Sprzecz-
nosé¢ ta dowodzi, ze SA > /5.

Zadanie 9. Dane sg nieujemne liczby catkowite k1 < ke <... < ky,. Niech
n=2F 4ok 4 4okm
Wyznaczy¢ liczbe nieparzystych wspoétczynnikow wielomianu
P(z)=(z+1)".

Rozwigzanie

Na poczatku udowodnimy nastepujacy lemat:

Lemat .

Jesli 1<t < 2%, to liczba (2:) jest parzysta.

Dowad

Zauwazmy, ze

o\ 2R (2F 1) (2F —2)... (28 —(t—2))-(2F - (t—1))
<t>_ t1-2-.. .- (t—2)-(t—1) '

Nastepnie, dla dowolnych liczb j i p takich, ze 1<j <k oraz 1 <p<t zachodzi
nastepujaca réwnowaznosé

2 p o 27|28 —p.
Stad wynika, ze w rozkladzie liczb p i 2¥ —p na czynniki pierwsze, liczba 2
wystepuje w tej samej potedze. Zatem liczba 2 wystepuje w tej samej potedze
w liczniku i mianowniku utamka

(2F—1)-(2k—=2)-.... 2k = (t—2))- (2* - (t - 1))
1-2-...-(t=2)-(t—1) '

Poniewaz t < 2, wiec liczba 2 wystepuje w rozkladzie liczby t w potedze

o wyktadniku mniejszym od k. Zatem w liczniku utamka % wystepuje wiecej
dwodjek niz w mianowniku, co dowodzi, ze utamek

2k (2 —1). (28 —2)-...- (2P - (t-2))- (2F - (t—1))
t-1-2-...-(t—2)-(t—1)

(po skréceniu) jest liczba parzysta. To konczy dowdd lematu.
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7 lematu wynika, ze wielomian

28\ gk 2k
(:U+1)2k:x2k+(1>x2k 1+...+<2k_1>x+1

ma dokladnie dwa wspoélczynniki nieparzyste: przy x w najwyzszej potedze
oraz jedynke. Stad wynika, ze w wielomianie
k k km
(z+1)"=(z+1)*" - (z+1)*7 ... (z+1)?

jedyne wspdtczynniki nieparzyste moga wystapi¢ przy iloczynach postaci
22 . ...2? 7 (a takze przy iloczynie jedynek). Takich iloczynéw (tacznie
z iloczynem jedynek) jest 2. Musimy tylko udowodnié, ze nie nastapi reduk-
cja wyrazoéw podobnych zmniejszajaca liczbe wspoétczynnikéw nieparzystych.
Wynika to z nastepujacego lematu:

Lemat

Jesli by <ko <...<kp, j1<j2<...<Js oraz ciagi (k1,.o s km) 1 (J1y---37s)
sg rézne, to 28 4. 4 2km £ 201 4 4 95,

Dowdd

Przypusémy, ze

2k pokm =0 | 490

Jedli 2Fm =27 to w powyzszej réwnoéci mozemy skrécié najwyzsze potegi.
Bez zmniejszenia ogdélnosci mozemy wiec zalozyé, ze najwyzsze potegi sa
rézne, np. 2Fm > 275 Mamy wtedy:

okt 4 2km > okm s gkm 1 Zofm =1y okm =24 | 49240041 >

>0 420

To konczy dowdd lematu i tym samym dowodzi, ze wielomian (z+1)" ma
2™ wspolczynnikéw nieparzystych.

Zadanie 10. Liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢ spelniajg warunek
ab+bc+ca=3.
Dowiesé, ze
a3+b3+c3+6abc2 9.
Rozwigzanie
Wykazemy najpierw, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ spelniona
jest nieréwnosé
(1) a® +b® 4+ +6abc > (a+b+c)(ab+be+ca).
Wymnazajac nawiasy przepisujemy nieréwnos$é (1) w postaci
a® +b% 4+ — (a®b+ab* +b*c+bc* +cta+ca?) +3abe >0,
po czym grupujac odpowiednie wyrazy sprowadzamy ja do zaleznosci
ala—b)(a—c)+bb—c)(b—a)+c(c—a)(c—b)>0.

8



Bez straty ogolnosci przyjmijmy, ze a < b < ¢ oraz zapiszmy ostatnig
nieréwnosé jako
a(b—a)(c—a)+(c—b)(c(c—a)—b(b—a)) >0.
Oba sktadniki powyzszej sumy sa nieujemne. To konczy dowdd nierdwno-
sci (1).
Udowodnimy nastepnie, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ spet-
niona jest nieréwnosé

(2) (a+b+c)? >3(ab+be+ca).

Istotnie: nieré6wnosé (2) jest réwnowazna zaleznosci a®+b%+c? > ab+bec+ca,
ktora z kolei po pomnozeniu stronami przez 2 sprowadza sie do zaleznosci
(a—b)?+(b—c)?+(c—a)?>0. Dowdd nieréwnosci (2) jest wigc zakoficzony.

Korzystajac z nier6wnoéci (1), (2) oraz uwzgledniajac dany w tredci za-
dania warunek ab+ bc+ ca =3 otrzymujemy

a® +b% 4+ +6abc > \/3(ab+be+ca) - (ab+be+ca) =9.

Zadanie 11. W czworokacie ABC'D miara kata wewnetrznego przy wierzchotku A
jest wigksza od 180° oraz zachodzi réwnosé

AB-CD=AD-BC.
Punkt P jest symetryczny do punktu A wzgledem prostej BD. Udo-
wodnié, ze SPCB=<YACD.
Rozwigzanie
Jesli AB=AD, to z danej réwnosci wynika, ze C D= BC. Wtedy punkty
A i P leza na dwusiecznej kata BC'D, skad bezposérednio wnioskujemy, ze
IPCB=<ACD.
Przyjmijmy wiec w dalszej czeéci rozwiazania, ze AB # AD oraz niech
dla ustalenia uwagi AB < AD (rys. 5).
Zalézmy, ze dwusieczna kata DAB przecina odcinek BD w punkcie K.
Woéwcezas na mocy twierdzenia o dwusiecznej otrzymujemy
KB AB BC
KD AD CD’
skad wynika, ze punkt K lezy réwniez na dwusiecznej kata BCD. Innymi
stowy, dwusieczne katéw BAD i BC'D przecinaja si¢ w punkcie K lezacym
na prostej BD. Analogicznie, korzystajac z twierdzenia o dwusiecznej kata
zewnetrznego dowodzimy, ze dwusieczne katéw zewnetrznych BAD i BCD
przecinajg sie¢ w punkcie L, ktéry lezy na prostej BD. Ponadto

IKAL=YKAB+<YBAL=90°,
IKCL=<KCB+<BCL=90°.
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rys. 9

Stad wynika, ze punkty A i C leza na okregu w o érednicy K L. Punkt
P — symetryczny do punktu A wzgledem prostej KL — réwniez lezy na
okregu w. Ponadto tuki AK i KP okregu w (nie zawierajace punktu C) sa
réwnej dtugosci, a wiec JACK = SKCP. Stad

JACD =4DCK —JACK =4KCB—-JYKCP=<PCB,

co nalezato wykazaé.

Zadanie 12. Niech ag bedzie liczbg catkowita dodatnia i niech
_ _{ai/Q, gdy a; jest liczbg parzysta,
a1 = 3a;—1, gdy a; jest liczba nieparzysta
dla i=0,1,2,....
Wykazaé, ze jesli n jest liczba catkowita dodatnia spetniajaca waru-
nek a,=ag, to 2" >ayo.
Rozwigzanie

Niech ay bedzie najwickszym spoérdéd wyrazéw ag,aq,...,a,—1. Wowczas
ciag b; = apy; dla i=0,1,2,... takze spelnia dany w tresci zadania warunek
rekurencyjny oraz réwnosé b,, =by. Ponadto by jest najwigksza liczba sposréd
bo, b1, bp_1.

Mozemy wiec bez straty ogdlnosci przyjaé, ze ag jest najwieksza liczba
sposréd ag,aq,. .. an—_1. Stad w szczegdlnosci wynika, ze aq jest liczbg parzy-
sta.

Oznaczmy: f(x)=x/2 oraz g(x)=3x—1. Woéwczas réwnosé ag = a,, mo-
zemy przypisa¢ w postaci
(1) ao = (fnofa—10...0f1)(ao),
gdzie kazda z funkcji fi, fo,..., fn jest réwna funkcji f lub funkcji g. Przyj-
mijmy w dalszej czeSci rozwiazania, ze w zlozeniu wystepujacym z prawej
strony réwnosci (1) znajduje sie dokladnie r funkeji f oraz dokladnie s funk-
cji g. Wtedy oczywiscie r+s=n oraz r,s > 1.
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Odwzorowanie g przeprowadza wyraz nieparzysty a; na wyraz parzysty
3a; — 1. Stad wynika, ze jesli dla pewnego ¢ mamy f; =g, to fi_1=f. Wyraz
ag jest parzysty, wiec fi = f. Z obserwacji tych wynika, ze r > s.

Niech p(z) =3z. Wtedy dla dowolnej liczby rzeczywistej = spelniona jest
zaleznosé g(z) < p(x). Obie funkcje p i ¢ sa rosnace, wiec zastepujac kazda
funkcje g znajdujaca sie w réwnoéci (1) przez funkcje p powiekszamy warto$é
wyrazenia stojacego z prawej stronie réwnosci (1). Innymi stowy

(2) a0 < (fnofa-10...0f1)(ao),
gdzie tym razem kazda z funkcji fl, fg, ey fn jest rowna funkcji f lub funk-
cji p. Nieréwnosé (2) jest réwnowazna zaleznosci

czyli 3% >2".
Niech

Jak zauwazyliSmy wyzej, w réwnoséci (1) mamy f; = f. Ponadto jesli dla
pewnego i > 2 spelniona jest zaleznosé f; =g, to f;—1 = f. Zatem zwiazek (1)
mozemy przepisa¢ w postaci

(3) aOZ(grogr—lo---ogl)(a(J)a
gdzie kazda z funkcji g1, g2, . .., g- jest réwna f lub h. Ponadto z prawej strony
réwnosci (3) wystepuje dokladnie s funkcji h oraz r—s funkcji f.

Dalej zauwazmy, ze h(f(z))=22—1<3z—1=f(h(z)) dla dowolnej liczby
rzeczywistej x. Obie funkcje f i h sa rosnace, zatem wymieniajac w réwnosci
(3) dowolne zlozenie foh na zlozenie ho f zmniejszamy wartos¢ wyrazenia
stojacego po prawej stronie réwnosci (3). Przy pomocy skonczonej liczby
takich zamian mozemy doprowadzi¢ prawa strone zwiazku (3) do postaci

(hoho...oho fofo...of)(ap)=(h*cf %) (ap).

S razy r—Ss razy

A zatem
(4) ag > (h*o f7%)(ao)-
Udowodnimy indukcyjnie, ze h*(z)=(2)*(z—2)+2 dlas=1,2,... (gdzie

2
h*® oznacza s-krotne zlozenie funkcji h). Istotnie: Dla s=1 powyzsza réwnosé

jest spelniona, a krok indukcyjny wyglada nastepujaco:

p @) =hne @) =h((3) -2)+2) =

=2 ((3) w-2+2)-1= <2)8+1(x—2)+2.
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Korzystajac z udowodnionej wlasnie zaleznosci przepisujemy nieréwnosé

(4) jako
ap > (2) <2f03 —2) +2.

Mnozac ja stronami przez 2" i przegrupowujac wyrazy uzyskujemy
(35 - 27‘)a0 < 35 X 21’—s+1 o 2T+1 .

Wyzej udowodnilidmy, ze 3° > 2", a wiec 3° —2" > 1. Zatem

wcto—rimer (3 )+ (1)-(0))

Aby dokonczy¢ rozwiazanie zadania wystarczy wykazacé, ze

3\° 1\° 1
-] —(= - dl =1,2.3,....
<4> (2) <2 dla s ,2,3,

Bezposrednio sprawdzamy, ze dla s=1 i dla s =2 powyzsza nier6wnos¢ jest
spelniona. Jesli natomiast s > 3, to

() -6)<() <) -5

Tym samym rozwiagzanie zadania zostalo zakonczone.

(wg, wp)
Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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