LVII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego

24 lutego 2006 r. (pierwszy dzien zawodow)

1. Liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, , y, z spelniaja réwnosci
aAA+vr=c, 2?4y? =22
oraz nierownosci
lz—al<1, |y—bl<1.

Wykazaé, ze zbiory {a,b} oraz {z,y} sa réwne.

2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC + BC' =3AB. Okrag
o $rodku I wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC' i CA
odpowiednio w punktach D i E. Niech K i L beda punktami syme-
trycznymi odpowiednio do punktéw D i E wzgledem punktu I. Udo-
wodnié, ze punkty A, B, K, L leza na jednym okregu.

3. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja warunek ab+ bc+ ca = abc.
Dowiesé, ze
a4 b b 4 o 4 4
+ € L e s
ab(a®+b3)  be(b3+c2)  ca(c+a?)

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podniesé reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawoddéw nie wolno korzystaé¢ z kalkulatoréw i telefonéw.



LVII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego

25 lutego 2006 r. (drugi dzien zawodow)

4. Niech ¢ bedzie ustalona liczba catkowita dodatnia. Ciag (ay,)
jest okreslony przez warunki

ar=1, apy1=d(a,)+c dla n=1,2,...,
gdzie d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby m. Wykazaé,

ze istnieje taka liczba catkowita dodatnia k, ze ciag ag,ar+1,ak+2,---
jest okresowy.

5. Punkt C jest érodkiem odcinka AB. Okrag o7 przechodzacy
przez punkty A i C przecina okrag o, przechodzacy przez punkty B
i C' w réznych punktach C'i D. Punkt P jest érodkiem tego tuku AD
okregu o1, ktéry nie zawiera punktu C. Punkt ) jest $rodkiem tego
tuku BD okregu o9, ktéry nie zawiera punktu C'. Dowiesé, ze proste
PQ i CD sa prostopadte.

6. Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba catkowita n, przy czym
p>=n>3. Zbior A sklada sie z n-wyrazowych ciagéw o wyrazach ze
zbioru {0,1,2,...,p—1} i ma nastepujaca wlasnosé:

Dla dowolnych dwéch ciagéow (x1,za,...,2,) oraz (y1,Y2,---,Yn)
ze zbioru A istnieja takie rézne liczby k, [, m, ze

Tk F Yk, TIFYs TmF Ym-
Wyznaczy¢ najwieksza mozliwa liczbe elementow zbioru A.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodow nie wolno korzystaé¢ z kalkulatoréw i telefonéw.



