LVII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

24 lutego 2006 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

Zadanie 1. Liczby catkowite dodatnie a, b, ¢, x, y, z spelniajg réwnosci
PP =, 2pyt=2?
oraz nieréwnoéci
lx—al <1, Jy—bl<1.

Wykazaé, ze zbiory {a,b} oraz {z,y} sa réwne.
Rozwigzanie
Wobec symetrii rél tréjek (a,b,c) oraz (z,y,z) mozna przyjaé, ze z > c.
Patrzac na punkty A= (a,b), X =(x,y) na plaszczyznie z poczatkiem ukladu
wspOtrzednych O = (0,0) widzimy, ze

z2—c=0X-0A<AX = \/(x—a)2+(y—b)2 <V2.

Mamy wiec dwie mozliwoéci: z=c+1 lub z=c.

1. Jesli z=c+1, to wtedy 2% +y? > a?+b>. Wobec tego x> a lub y > b.
Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze x > a, czyli x =a+1. Wowczas

yr=22—2>=(c+1) = (a+1)?>=b*+2c—2a.

Zatem liczby b i y sa jednakowej parzystosci. Ponadto ¢ > a, wiec powyzsza
rownos¢ implikuje rowniez, ze y > b. UzyskaliSmy sprzecznosé¢ z warunkiem
ly—b| <1.

2. Jedli z = ¢, to mamy réwnosé x2 +1% =a?+ b2, czyli

(z—a)(z+a)=(-y)(b+y).

Albo obie strony tego réwnania sg réwne zeru i wtedy mamy teze (x =a,
y=>=), albo sa rézne od zera i wtedy

b— b—
vta_boy_ ool

b+y z—a |z —al
Wartos¢ —1 wykluczamy, bo liczby a, b, x, y sa dodatnie. Z ostatniej réwnosci
uzyskujemy zatem a+x =b+y oraz b—y=x —a. Stad dostajemy z =05 oraz
y=a, czyli teze zadania.

Zadanie 2. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC+BC=3AB. Okrag o érodku I
wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC'i C'A odpowiednio
w punktach D i E. Niech K i L beda punktami symetrycznymi
odpowiednio do punktéw D i E wzgledem punktu I. Udowodnié, ze
punkty A, B, K, L leza na jednym okregu.
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Rozwigzanie
Oznaczmy przez P punkt przeciecia dwusiecznej kata ACB z okregiem
opisanym na tréjkacie ABC (rys. 1). Wéwczas AP = BP. Ponadto

IPAI =<4PAB+<YBAI=<PCB+JCAI =
=JACI+JCAI =4PIA,

skad wynika, ze AP=1P.
C

rys. 1

Punkty A, B oraz I leza wiec na okregu o srodku P. Wykazemy, ze na
tym okregu leza réwniez punkty K i L.

Punkty D i E sa punktami stycznosci okregu wpisanego w trojkat ABC
z bokami BC i AC, a wigc CD =CE = (AC+ BC — AB). Ponadto dana
w tresci zadania réwnos¢ jest réwnowazna zaleznosci AB= 4 (AC+BC—AB).
Stad wynika, ze CD = AB.

Oznaczmy przez M S$rodek odcinka AB, a przez N rzut prostokatny
punktu P na prosta DI (rys. 2). Wowczas proste PN i BC sa réwnole-
gle, wobec czego YPAM = SPCB =<JIPN. To w polaczeniu z réwnoscia
AP = IP dowodzi, ze tréjkaty prostokatne APM i PIN sa przystajace. Stad
otrzymujemy PN = AM.

Proste CD i PN sa rownolegle, wiec

ID CD AB

IN PN AM 7
skad dostajemy I D =2-IN. Zalezno$¢ ta w polaczeniu z rownoscia ID =ITK
implikuje, ze IN =K N. Zatem punkt K jest symetryczny do punktu I wzgle-
dem prostej PN. Wobec tego IP=KP.

Analogicznie dowodzimy, ze I P = LP. Z uzyskanych zalezno$ci wynika,
ze punkty A, B, K, L oraz I leza na okregu o srodku P, co konczy rozwiazanie
zadania.



Zadanie 3. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniajg warunek ab+bc+ca=abc. Dowiesé,

ze
4 4 4 4 4 4
a~+b n b*+c n c+a >,
ab(a®+b3)  be(B3+c3)  ca(c®+a?)
Rozwigzanie
Dzielac rownosé ab+ bec+ ca = abe stronami przez abc otrzymujemy
11 1
—+-+-=1.
a b ¢

Podstawmy zatem: z=1/a, y=1/b, z=1/c. Wtedy liczby z, y, z sa dodatnie,
a ich suma wynosi 1. Ponadto

1 1
a4+t F"'yj oty
ab(a®+63) 1 <1 1) a4y
sy \z3 ' 3
Zatem dowodzona nieréwno$é¢ przybiera postaé
4.4 4.4 44
(1) T +y Yy +z A >1.

3+y3 PP +3 ] Byad”
Wykazemy, ze dla dowolnych liczb dodatnich x, y spelniona jest zaleznosé
2) M > T4y
x3+y3 2
Przeksztalcajac rownowaznie powyzsza nierownosé dostajemy kolejno
20t 2yt >t a3y +ayd ot

et —3y+yt—xzy3 >0,

(2 —y*)(z—y) > 0.
Uzyskalismy zaleznos¢ prawdziwa dla dowolnych liczb dodatnich z i y, a za-

tem nier6wnos¢ (2) jest spetniona.
Analogicznie dowodzimy, ze
4., .4 4, .4

Yy +z Yy+z Z+x z+x
3 > —_—a .
®) Y3+ 23 o U gl 2
Dodajac stronami zwiazki (2), (3) oraz wykorzystujac warunek z+y+z=1
otrzymujemy dowodzona nieréwnosé (1).

(wp)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Niech ¢ bedzie ustalong liczba catkowita dodatnia. Ciag (a,) jest
okreslony przez warunki
a1=1, ant1=d(an)+c dla n=1,2,...
gdzie d(m) oznacza liczbe dodatnich dzielnikéw liczby m. Wykazadé,
ze istnieje taka liczba catkowita dodatnia k, ze ciag ak,ak+1,0k+2,- - -
jest okresowy.
Rozwigzanie
Wykazemy, ze n=1,2,3,... zachodza nieréwnoéci 1 < a,, < 2c+ 2.
Pierwsza z nich jest oczywiscie spetniona. Druga wykazemy indukcyjnie.
Dla n=1 mamy a; =1<2c+2, co jest prawda. Ustalmy wiec n>1
i przyjmijmy, ze a, < 2c+2.
Jesli k > 3 jest liczba catkowita, to zadna liczba calkowita z przedziatu
(%k:, k) nie jest dzielnikiem liczby k. Wobec tego liczba k nie moze mie¢ wiecej
niz +k+1 dzielnikéw dodatnich. Zatem

k
d(k) < §+1 dla k=3,4,... .
Bezposrednio sprawdzamy, ze powyzsza nieréwnos¢ jest réwniez spelniona
dla k=1 oraz dla k =2. Stad oraz z zalozenia indukcyjnego uzyskujemy

apy1=d(ay,)+c< %+1+c< ?—Fl—}—c:Zc%—Q,
co konczy dowdd indukeyjny postulowanej nieréwnoéci.
Ciag (ay,) jest wiec ograniczony, a zatem istnieja takie liczby caltkowite
dodatnie k <1, ze ap = ay.
Kazdy wyraz a, danego ciagu wyznacza wyraz nastepny a,ii1, a wiec
ciag ag,ak+1,0k+2,-.. jest okresowy o okresie réwnym [ — k.

Zadanie 5. Punkt C jest érodkiem odcinka AB. Okrag o1 przechodzacy przez
punkty A i C przecina okrag o przechodzacy przez punkty B i C
w réznych punktach C' i D. Punkt P jest srodkiem tego tuku AD
okregu o1, ktéry nie zawiera punktu C. Punkt @ jest érodkiem tego
tuku BD okregu o2, ktéry nie zawiera punktu C. Dowiesé, ze proste
PQ i CD sa prostopadtle.
Rozwigzanie
Jesli AC'=CD, to réwniez BC =CD. Wtedy odcinki PC i QC' sa od-
powiednio érednicami okregéw o1 i 0o. Zatem SCDP = JCDQ = 90°, skad
wynika, ze punkt D lezy na odcinku PQ, a proste PQ i C'D sa prostopadte.
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Przyjmijmy wiec w dalszej czesci rozwigzania, ze AC #CD.

Niech FE bedzie takim punktem lezacym na potprostej C D™, ze CE=AC
(rys. 3). Wtedy réwniez CE = BC.

Z zaleznoéci CE = AC oraz SACP = SECP wynika, ze tréjkaty ACP
oraz ECP sa przystajace (cecha bok-kqt-bok). Wobec tego EP = AP = DP.

Analogicznie dowodzimy, ze EQ = DQ.

rys. 3

7 uzyskanych rownoéci wynika, ze punkty D i E sg symetryczne wzgle-
dem prostej PQ. Prosta DE jest wiec prostopadla do prostej PQ, co konczy
rozwigzanie zadania.

Zadanie 6. Dana jest liczba pierwsza p oraz liczba calkowita n, przy czym
p>n=>3. Zbior A sklada sie z n-wyrazowych ciagéw o wyrazach
ze zbioru {0,1,2,...,p—1} i ma nastepujaca wlasnosé:

Dla dowolnych dwdch ciagdéw (z1,22,...,%n) oraz (y1,y2,...,Yn) z€
zbioru A istnieja takie rézne liczby k, I, m, ze

T F Yk, TIFY, TmFYm.
Wyznaczy¢ najwieksza mozliwg liczbe elementéw zbioru A.

Rozwigzanie

Odpowiedz: p"~2.
Kazde dwa rézne ciggi zbioru A musza rézni¢ sie na co najmniej jednej

z poczatkowych n —2 pozycji. Wobec tego liczba ciagéw w tym zbiorze nie

przekracza liczby wszystkich ciagéw (n—2)-wyrazowych o wyrazach ze zbioru

p-elementowego, czyli liczby p™ 2.

Skonstruujemy p"~?2 ciagdéw o wyrazach ze zbioru S={0,1,2,...,p—1}

majacych postulowana wtlasnosé. W tym celu rozpatrzmy wszystkie ciagi

(r1,x2,...,2,) 0 wyrazach ze zbioru S spelniajace warunki
n—2 n—2

(1) Tyl = Z x; (mod p) oraz x,= Z iz; (mod p).
i=1 i=1



Ciagéw takich jest p"~2, poniewaz kazdy ciag (x1,T2,...,T,_2) 0 Wyrazach
ze zbioru p-elementowego S wyznacza jednoznacznie wartosci ,—1 i Tp.
Kazde dwa rézne ciagi spelniajace zaleznosci (1) r6znia sie na co naj-
mniej jednej z poczatkowych n —2 pozycji. Chcemy zas dowiesé, ze kazde
dwa takie ciagi (x1,22,...,%,) oraz (y1,Yy2,...,yn) roznia sie na co najmniej
trzech pozycjach.
Jedli ciagi te réznia sie na co najmniej trzech miejscach o numerach

1,2,...,n—2, to nie ma czego dowodzi¢. Pozostaje zatem rozpatrzeé nastepu-
jace dwa przypadki.
1. Odcinki poczatkowe (x1,z2,...,2,_2) oraz (y1,Y2,...,Yn—2) réZnig sie

na dokladnie dwoch pozycjach o numerach 7, j (1<i<j<n—2).
Wtedy z; #y; oraz z; #y,. Z zaleznosci (1) otrzymujemy

{wn—l_yn—lE(xi_yi)—i_(xj_yj) (mOd p)

Tn—yn =1(z; —y;)+j(z;—y;) (mod p).
Stf%d (xn _yn) _i(wn—l _yn—l) = (.7 _i)(xj _yj) (mOd p)'

Liczba p jest pierwsza, a liczby x; i y; sa rézne i naleza do zbioru S.
Ponadto 1<j—i<n<p. Stad wynika, ze liczba (x,, —y,) —i(zp—1—Yyn—1) nie
jest podzielna przez p. Zatem ktoéras z liczb z,_1 —yn_1 lub z,, —y, nie jest
podzielna przez p. Wobec tego x,_1 # Yn—1 lub x, #y,. Rozpatrywane ciagi
roznia sie wiec na pozycji o numerze n—1 lub n, czyli tacznie na co najmniej
trzech pozycjach.

2. Odcinki poczatkowe (1, x2,...,2y_2) oraz (y1,Y2,-..,Yn—2) réznia sie
na dokladnie jednej pozycji o numerze i (1 <i<n—2).

Wtedy x; # y; i podobnie korzystajac z zaleznosci (1) mamy

Tp1—Yn—1=7;—y; (mod p)
Stad wynika, ze liczby z,_1 —y,_1 oraz x, —y, nie sa podzielne przez p.
Zatem X,,_1FYn_1 OTazZ Ty £ Yn, czyli i w tym przypadku rozpatrywane ciagi

réznig si¢ na co najmniej trzech pozycjach.
(kd, wp)

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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