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Zadanie 1. Rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych a, b, ¢, d, e uktad réwnan

a?=b+c°
bV =c+d
A=d>+é

d*=e*+d?
e —a®1b?

Rozwigzanie

Przyjmijmy, ze liczby a, b, ¢, d, e spelniaja podany uklad réownan i ze
b jest najwieksza z nich (nie tracimy ogdélnosci, bo uklad jest cykliczny).
Wykazemy, ze wéwczas b=d.

Przypuéémy, przeciwnie, ze b > d. Odejmujac drugie réwnanie od réwna-
nia pierwszego dostajemy a? —b%? =b% —d3 >0, czyli

(a—0b)(a+b)>0.
Liczba a nie jest wieksza od liczby b; w takim razie a —b <0 oraz a+0b<0.
Ta ostatnia nieréwnoéé¢ daje jednak wniosek, ze a®+b% <0, w sprzecznoéci
z réwnaniem e? = a3+ b3,

Zatem istotnie b=d, co oznacza, ze takze d ma maksymalng wartosé
wérdod pieciu niewiadomych. Powtarzajac to rozumowanie stwierdzamy ko-
lejno, ze d=a=c=ce.

Dany w zadaniu uktad rownan sprowadza sie zatem do rozwiagzania row-
nania a? = 2a3, skad otrzymujemy a =0 lub a = %
Odpowiedz: Uktad réwnan ma dwa rozwiazania (a,b,c,d,e):

(0,0,0,0,0) oraz (1,1,1,4,%).
Zadanie 2.  Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite dodatnie k, dla ktérych liczba
3%+ 5% jest potega liczby catkowitej o wykltadniku naturalnym wiek-
szym od 1.
Rozwigzanie
Jezeli k jest liczbg parzysta, to liczby 3% i 5¥ sa kwadratami liczb nie-
parzystych, dajacymi reszte 1 z dzielenia przez 4. Stad wniosek, ze liczba
3% 4+ 5% daje reszte 2 z dzielenia przez 4, a wiec dzieli sie przez 2 i nie dzieli
sie przez 22. Taka liczba nie moze by¢ potega liczby calkowitej o wyktadniku
wiekszym od 1.
Jezeli k jest liczba nieparzysta, to

3P 458 =(3+45)(3F 1 —3F2.54 30 3. 52 _gk—d.53 4 _3.5F 725k,
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Drugi czynnik po prawej stronie powyzszej zaleznosci zawiera nieparzysta
(réwna k) liczbe nieparzystych sktadnikéw. Stad wynika, ze liczba 3F + 5%
dzieli si¢ przez 8 i nie dzieli si¢ przez 16. Jesli wiec liczba ta jest potega
liczby caltkowitej o wyktadniku wiekszym od 1, to musi by¢ ona szescianem
liczby catkowitej.
Jezeli k=1, to rozpatrywana liczba jest sze$cianem liczby catkowite;j:
3! +5! =23, Przyjmijmy wiec w dalszej czesci rozumowania, ze k > 3.
7 zaleznosci
0°=0 (mod 9), (£1)*=+1 (mod9), (+2)*=7F1 (mod 9),
(£3)>=0 (mod 9), (£4)>==+1 (mod 9)

wynika, ze szeSciany liczb catkowitych dajg z dzielenia przez 9 jedynie reszty
0, 1, 8. Dla k>3 mamy 9| 3%, wiec 3% +5%=5% (mod 9).

Reszty z dzielenia przez 9 liczb 5, 52, 53, 5%, 5°, 5% s3 odpowiednio réwne
5,7, 8,4, 2, 1. Wobec tego jezeli 3% +5% jest szeécianem liczby calkowitej
przy k>3, to 3| k. Wezeéniej wykazaliSmy, ze k nie moze by¢ liczba parzysta.
Zatem liczba k jest postaci 61+ 3, gdzie [ jest liczba caltkowita nieujemna.

Z zaleznoéci 32 =52 =6 (mod 7) oraz 3°=5°=1 (mod 7) wynika, ze

3k 45k =363 1 503 =33 1 53 =5 (mod 7).

Jednakze z bezposredniego sprawdzenia otrzymujemy, ze szedcian liczby cat-
kowitej daje z dzielenia przez 7 reszte 0, 1 lub 6:

0°=0 (mod 7), (+1)*=41 (mod 7),
(+£2)*=+1 (mod 7), (£3)*==F1 (mod 7).

Zatem rozpatrywana liczba dla k > 3 nie moze by¢ szeScianem liczby catko-
witej, co konczy rozwiazanie zadania.
Odpowiedz: k=1.

Zadanie 3. Dany jest szesciokat wypukly ABCDEF, w ktéorym AC = DF,
CE=FB oraz EA= BD. Dowies¢, ze proste laczace $rodki prze-
ciwleglych bokéw tego szesciokata przecinajg sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez P, (), R odpowiednio érodki przekatnych AD, BE, CF.

Przyjmijmy najpierw, ze dwa sposrdéd punktow P, @), R pokrywaja sie;
niech na przyktad P=@Q (rys. 1). Wtedy czworokat ABDE jest réwnolegto-
bokiem. Ponadto tréjkat ACFE jest przystajacy do tréjkata DF B, skad wy-
nika, ze YEAC = <BDF. Réwnosé ta wraz z uzyskang zaleznoscia BD || EA
dowodzi, ze odcinki AC i DF sg rownolegte. Ponadto odcinki te sa réwnej
dhugosci, a zatem czworokat ACDF jest roéwnoleglobokiem. Punkt R po-
krywa sie¢ wiec z punktami P i @), skad wynika, ze jest on Srodkiem symetrii
szesciokata ABC DEF'. Pozostaje zauwazy¢, ze wéwczas proste taczace srodki
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przeciwlegtych bokéw szeSciokata ABC DEF przechodza przez jego srodek
symetrii.

rys. 1 rys. 2

Przyjmijmy z kolei, ze punkty P, @ i R sa rézne. Niech M i N beda
odpowiednio $rodkami odcinkéw AB i DE (rys. 2).

7 twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze odcinki PN
i AE sa réwnolegle, a ponadto PN = 2 AE. Analogicznie uzyskujemy zwiazki
QM =3AE, PM =3BD oraz QN = §BD. Z zaleznoéci tych oraz z réwnosci
AFE = BD wnioskujemy, ze PN =QM = PM =QN, co oznacza, ze czworokat
MPNQ jest rombem. Zatem prosta M N jest symetralng odcinka PQ).

Analogicznie dowodzimy, ze pozostate dwie proste taczace srodki prze-
ciwlegtych bokéw danego szeSciokata sa symetralnymi odcinkéw QR i RP.
Stad proste laczace srodki przeciwlegtych bokéw szesciokata ABC D EF maja
punkt wspolny, bedacy srodkiem okregu opisanego na tréjkacie PQR.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalezé w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Na trdjce liczb wykonujemy nastepujacg operacje. Wybieramy dwie
sposréd tych liczb i zastepujemy je ich sumg oraz ich iloczynem,
pozostala liczba nie ulega zmianie. Rozstrzygnaé, czy rozpoczynajac
od tréjki (3,4,5) i wykonujac te operacje mozemy ponownie uzyskaé
trojke liczb bedacych dtugoséciami bokdéw trojkata prostokatnego.

Rozwigzanie

Jezeli w pierwszym kroku wybierzemy liczby 3 i 5, to otrzymamy tréjke
(4,8,15), w ktérej dokladnie jedna liczba jest nieparzysta. Wybierajac z ta-
kiej tréjki dwie liczby parzyste zamieniamy je na liczby parzyste, natomiast
decydujac si¢ na jedng liczbe parzysta, a druga nieparzysta dostajemy liczby
roznych parzystosci. Zatem z trojki, w ktérej dokladnie jedna liczba jest nie-
parzysta, otrzymamy tréjke, ktora ma te sama wlasnosc.

Jezeli jednak wérdd liczb naturalnych a, b, ¢ dokladnie jedna jest nie-
parzysta, to réwnoéé¢ a?+ b? = ¢? nie moze zachodzi¢ — jedna ze stron tej
rownoéci jest nieparzysta, a druga parzysta. Nie otrzymamy wiec trojki liczb
bedacych dtugosciami bokéw tréjkata prostokatnego.

7 kolei wybierajac w pierwszym kroku liczby 3 i 4 otrzymamy trojke
(5,7,12), a biorac 4 1 5 uzyskamy tréjke (3,9,20). W obu tych tréjkach jest
doktadnie jedna liczba parzysta i jest ona najwieksza liczba w tréjce. Jezeli
w takiej trojce wybierzemy dwie liczby nieparzyste, to otrzymamy tréjke,
w ktérej doktadnie jedna liczba jest nieparzysta. 7Z takiej trojki, jak juz wiemy,
nie otrzymamy trojki liczb bedacych dlugoéciami bokéw tréjkata prostokat-
nego.

Jezeli natomiast bedziemy konsekwentnie wybieraé¢ liczby réznych pa-
rzystodci, to w kazdym kroku otrzymamy tréjke z dokladnie jedna liczba
parzysta, a z nieréwnosci zy >z +y (prawdziwej dla liczb z,y > 2) wynika,
ze ta liczba parzysta bedzie najwigksza liczba w tréjce.

Pozostaje zauwazyé, ze jezeli liczby naturalne a, b sg nieparzyste, a liczba
c jest parzysta, to a>+b2>=1+1 (mod 4), wiec réwnosé¢ a?+b* = c? nie moze
by¢ spetniona.

OdpowiedZ: Ponowne uzyskanie trojki liczb bedacych dtugoéciami bokéw
tréjkata prostokatnego nie jest mozliwe.



Zadante 5. Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym AB = CD. Sfera wpisana
w ten czworoscian jest styczna do $cian ABC i ABD odpowiednio
w punktach K i L. Dowies¢, ze jezeli punkty K i L sa srodkami
ciezkosci scian ABC' 1 ABD, to czworoécian ABCD jest foremny.
Rozwigzanie

Oznaczmy przez s sfere wpisang w czworoscian ABC'D. Rozpoczniemy
od wykazania, ze trojkaty ABC 1 ABD sa przystajace.

Niech E bedzie érodkiem krawedzi AB. Poniewaz K i L sa punktami
stycznoéci sfery s do czworoécianu ABCD, to AK = AL i BK = BL, skad
wynika, ze trojkaty AK B i ALB sa przystajace. Ich érodkowe K E i LE maja
jednakowa dlugos¢, skad CE=3-KE=3-LE=DE. Ale

JCEB=<YKEB=<LEB=<DEB,

wiec trojkaty BEC i BED sa przystajace.

Analogicznie dowodzimy, ze trojkaty AEC i AED sg przystajace. Zatem
trojkaty ABC i ABD sa przystajace.

Niech M i N beda punktami stycznoéci sfery s odpowiednio ze Scianami
BCDiCDA. Otrzymujemy nastepujace pary tréjkatéw przystajacych: BKC
i BMC; BLD i BMD; AKC i ANC; ALD i AND; CMD i CND.

Oznaczmy: o =JAKC, f=BKC. Wtedy SALD =« oraz SBLD =3,
gdyz tréjkaty ABC i ABD sa przystajace. Zatem

JANC =JAKC=a, JAND=<JALD=a,
IBMC =YBKC=8, IBMD=<YBLD=_3.

Stad otrzymujemy $DNC =360° — SANC — SAND = 360° — 2a, jak réw-
niez $DMC =360° — LBMC —IBMD = 360° — 2. Ale {DMC =<DNC,
skad a = f. Zatem SAKE = YBKE, wiec KE jest jednoczeénie dwusieczna
i srodkows w trdjkacie AK B. Stad AK = BK, a wiec AC = BC. Ostatecznie
otrzymujemy wigc AC=BC=AD=BD.

Przez kazda krawedz czworoscianu ABCD poprowadzmy plaszczyzne
réwnolegla do przeciwleglej krawedzi czworoscianu. Plaszczyzny te wyzna-
czaja rownolegloécian. W kazdej z jego Scian jedna przekatna jest krawedzia
czworo$cianu ABC' D, a druga przekatna jest réwna i rownolegta do przeciw-
legtej krawedzi tego czworoscianu. Poniewaz przeciwlegle krawedzie czworo-
Scinu ABCD sg réwne, wiec wszystkie $ciany otrzymanego réwnolegtoscinu
sg prostokatami. A zatem réwnolegloscian ten jest prostopadloécianem. Wy-
nika stad w szczegdlnodci, ze prosta taczaca srodki krawedzi AD i BC jest
prostopadta do tych krawedzi.

Rozpatrzmy przeksztalcenie bedace obrotem o kat 180° wokot prostej ta-
czacej Srodki krawedzi AD i BC. W wyniku tego przeksztalcenia czworoscian
ABCD przechodzi na siebie, wigc sfera s tez musi przej$é na siebie. Ponadto
Sciany ABC'i ABD przechodzg odpowiednio na $ciany DCB i DC A, a zatem
srodki ciezkosci écian DC'B i DC A pokrywaja sie z punktami M i N.
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Analogicznie jak wyzej wykazujemy, ze AB=BD=DC=CA, skad wnio-
skujemy, ze wszystkie krawedzie czworoécianu ABC'D sa réwnej diugosci. To
oznacza, ze czworoscian ABC'D jest foremny.

Zadanie 6. Wyznaczyé wszystkie pary liczb catkowitych a, b, dla ktérych ist-
nieje taki wielomian P(z) o wspoétczynnikach catkowitych, ze iloczyn
(z® +ax+b)- P(x) jest wielomianem postaci
"+ en 12" T .. ezt
gdzie kazda z liczb co,c1,...,cn—1 jest réwna 1 lub —1.
Rozwigzanie
Jezeli tréjmian 22 +ax +0b jest dzielnikiem pewnego wielomianu Q(x)
o wspoélezynnikach catkowitych, to oczywiscie wyraz wolny b jest dzielnikiem
wyrazu wolnego wielomianu Q(x). Wobec tego (w rozwazanej sytuacji) b==+1.
Zaden wielomian Q(x) postaci z" 2" 142" 2+ .. .+ +1 nie ma pier-
wiastkéw rzeczywistych o wartosci bezwzglednej wiekszej lub rownej 2. Przy-
pusémy bowiem, ze liczba r o module |r| > 2 spelnia zalezno$é¢ Q(r)=0.
Wtedy
lr|" =" =|r" T 2 L k£ <
r" =1 _ "

< )
=1 " r|-1

< ]r|”_1+\r|”_2+...+]r|+1:

skad wynika, ze |r| < 2. Sprzecznosé.

Z drugiej strony, kazdy pierwiastek tréjmianu T'(z) =% +ax+b jest tez
pierwiastkiem wielomianu 7'(z)- P(z). Stad wynika, ze tréjmian T'(z) nie ma
pierwiastkéw w zbiorze (—oo,—2)U(2,+00). Zatem T'(—2) >0 oraz T(2) >0,
czyli 4—2a+b>0 oraz 44+2a+b> 0.

Jedli b=1, to mamy 5> 2a i 5> —2a, skad wynika, ze a jest jedna z liczb
-2, —1,0, 1, 2. Jezeli natomiast b=—1, to 3>2a i 3> —2a i do rozpatrzenia
pozostaja przypadki, gdy a jest jedna z liczb —1, 0, 1.

Bezposrednie sprawdzenie dowodzi, ze wszystkie uzyskane pary (a,b)
spelniaja warunki zadania:

(22 —2z+1)-(x+1) =2 -2 —2+1, (2 +1)-(z+1) =2 +2? +2+1,

(22 4+224+1)-(z—1)=a>+2* —2—1, (22 =1)(z+1) =23 +2%—2—1,
(22 —z+1)1=2%—z+1, (2 +z+1)1=2+z+1,
(22 —z—1)1=2>—z—1, (22 +z—-1)1=24+z—1.

OdpowiedZ: Warunki zadania spelnia nastepujacych osiem par (a,b):
(_271), (_15_1)? (_1a1)a (07_1)7 (031)7 (L_l)v (171)3 (2’1)'

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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