LVIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (11 wrzeénia 2006 r. — 9 pazdziernika 2006 r.)

1. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych z, y, z uktad rownan

22 +2yz+5x =2
y?+2zx+5y=2
22422y +52=2

2. Wyznaczy¢ wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych k&, m,
dla ktérych kazda z liczb k2 +4m, m? +5k jest kwadratem liczby cal-
kowitej.

3. W czworokacie wypukltym ABCD, nie bedacym réwnolegto-
bokiem, zachodzi réwnoé¢ AB=CD. Punkty M i N sa odpowiednio
srodkami przekatnych AC i BD. Dowies¢, ze rzuty prostokatne od-
cinkow AB i C'D na prosta M N sa odcinkami o jednakowej dtugosci,
roéwnej dtugosci odcinka M N.

4. Dla kazdej liczby naturalnej n >3 wyznaczy¢ liczbe ciagow
(c1,¢2,...,0n), gdzie ¢; €{0,1,...,9}, o nastepujacej wlasnosci: w kaz-
dej trojce kolejnych wyrazéw sg co najmniej dwa wyrazy réwne.

Rozwigzania powyzszych zadat (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpézniej dnia

9 pazdziernika 2006 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LVIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

IT seria (10 pazdziernika 2006 r. — 6 listopada 2006 r.)

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, w ktérym SACB = 45°.
Punkt O jest $srodkiem okregu opisanego na trojkacie ABC, punkt H
jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata ABC'. Prosta przechodzaca
przez punkt O i prostopadla do prostej CO przecina proste AC' i BC
odpowiednio w punktach K i L. Wykazaé, ze

OK+KH=OL+LH.
6. Wykazac, ze jezeli liczby a,b,c sa dodatnie, to

1 1 1 1 1 1 1
a+ab+abc+ b+bc+bea + c+ca+cab 3. Yabe <5+E+E) '

7. Dany jest czworo$cian ABC D. Dwusieczna kata ABC przecina
krawedz AC w punkcie Q. Punkt P jest symetryczny do D wzgledem
punktu Q. Punkt R lezy na krawedzi AB, przy czym BR= %BC’.
Udowodnié, ze z odcinkéw o dlugoéciach BP, CD oraz 2-Q R mozna
zbudowac¢ trojkat.

8. Niech p bedzie liczba pierwsza. Dowies¢, ze istnieje taka per-
mutacja (z1,x2,...,2p—1) zbioru {1,2,...,p—1}, ze liczby
i, T1x2, I1T2T3, ..., T1T2...Tp—1

daja rozne reszty przy dzieleniu przez p.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

6 listopada 2006 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LVIII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I1T seria (7 listopada 2006 r. — 4 grudnia 2006 r.)

9. Niech F(k) bedzie iloczynem wszystkich dodatnich dzielnikéw
liczby catkowitej dodatniej k. Rozstrzygnaé, czy istnieja roézne liczby
catkowite dodatnie m, n, dla ktérych F'(m)= F(n).

10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkty P i U leza na

boku BC, punkty @ i S leza na boku C'A, punkty R i T leza na boku
AB, przy czym

PR1BC, QP1CA, RQ1AB,
US1LBC, STLCA, TU1AB.
Dowiesé, ze trojkaty PQR i STU sa przystajace.

11. Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n wyznaczy¢ liczbe per-
mutacji (z1,x2,...,Zen—1) zbioru {1,2,...,6n—1}, speliajacych wa-
runki:

jesli i —j =2n+1, to z; > x;;
jeSlii—j=4n , to x; <z;.
12. Wielomian W o wspétczynnikach rzeczywistych przyjmuje

w przedziale (a;b) (gdzie a <b) tylko wartoéci dodatnie. Udowodnid,
ze istnieja takie wielomiany P oraz Q1,Q2,...,Qm, ze
m

W(z)=(P(x)"+ (@ —a)(b—2) ) (Qi(x))"
dla kazdej liczby rzeczywistej x. -

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpézniej dnia

4 grudnia 2006 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

e Dla wojewddztwa pomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk

e Dla wojewoddztwa $laskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

e Dla wojewodztwa malopolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Jagielloniskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakow.

e Dla wojewodztwa lubelskiego i podkarpackiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki
UMCS, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin.

e Dla wojewodztwa tddzkiego i Swietokrzyskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki Uni-
wersytetu Lodzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lédz.

o Dla wojewddztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614
Poznan

e Dla wojewoddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Uniwersytet Szczecinski,
Instytut Matematyki, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

e Dla wojewodztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100
Torun.

e Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
PAN, ul. Sniadeckich 8, skr. poczt. 21, 00-956 Warszawa 10

e Dla wojewodztwa dolnoslaskiego i opolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Po-
litechniki Wroctawskiej, ul. Janiszewskiego 14a, 50-370 Wroctaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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