LVIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(11 wrzesnia 2006 r. — 4 grudnia 2006 r.)

Zadanie 1. Rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych z, y, z uklad réwnan
22+ 2yz+5x=2
y2 +2zx+5y=2
224 20y+52=2

Rozuigzanie

Zalézmy najpierw, ze istnieja trzy rézne liczby rzeczywiste spetniajace
dany ukltad réwnan. Odejmujac stronami drugie réwnanie od pierwszego
otrzymujemy

0= (22 +2yz+5x) — (Y2 + 222+ 5y) = (2® —y?) +22(y —x) +5(x —y) =
=(x—y)(x+y—22+5).
Poniewaz przyjeliSmy zalozenie x £y, wiec z powyzszej rownosci wnioskujemy,
ze T+1y—2z+5=0. Analogicznie uzasadniamy, iz z —2y+z+5=0 oraz
—2x+y+2+5=0. Jednakze sumujac te trzy réwnosci stronami uzyskamy
falszywa rownosé 15 =0, totez przypadek ten jest niemozliwy.

Zatem wsrod liczb z, y, z pewne dwie musza by¢ réwne. Dla ustalenia
uwagi bedziemy szukaé rozwigzan spelniajacych warunek x =y. Pozostate
rozwigzania rozpatrywanego ukladu réwnan otrzymamy przez permutacje
zmiennych.

Jezeli x =y =z, to dany uklad rownan sprowadza si¢ do réwnania kwa-
dratowego 322 +5x =2, ktére ma dwa rozwigzania: r=—2 oraz r= % Otrzy-
mujemy stad tréjki (—2,—2,—2) i (%, %, %), ktére oczywidcie spelniaja dany
w tresci zadania uktad.

Rozwazmy z kolei przypadek, gdy x =1y # z. Wykonujac rachunek analo-
giczny do juz przeprowadzonego na poczatku rozwiazania uzyskujemy zalez-
nos¢ 0= (y—2z2)(y+2z—2x+5), co wobec y# z daje —5=y+z—2r=—x+2
i z=x—>5. Zatem pierwsze réwnanie danego ukltadu przybiera postaé

0=a2?42yz+5x—2=2’42x(x—5)+br—2=232> -5z —2=(3z+1)(z —2),

co daje wartosci x:y:—%, z:x—5:—§ oraz x=y=2, z=x—5b=-—3. Bez-
posrednio sprawdzamy, ze tréojki (—%, —%, —?) i(2,2,—3) sa rozwiazaniami

badanego uktadu réwnan.
Dokonujac permutacji zmiennych otrzymamy wszystkie rozwiazania.
Odpowied? : Rozwiazaniami (z,y,z) danego ukladu réwnan sa:

(_27_27_2)) (27_372)7 (%)% l)7 (_%J_%)_%)J
(252773)5 (737272% (7%57%57%)7 (7%77%77%)



Zadanie 2. Wyznaczyé wszystkie pary dodatnich liczb catkowitych k, m, dla
ktérych kazda z liczb k? +4m, m? + 5k jest kwadratem liczby catko-
witej.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze para (k,m) spelnia warunki zadania.
Jezeli prawdziwa jest nieréwnosé m > k, to

(m+3)% =m?+6m-+9>m?+5m>m?+5k>m?,

a poniewaz m? + 5k jest kwadratem liczby calkowitej, wiec wynika stad, ze
musi zachodzi¢ jedna z réwnosci m? +5k = (m+1)? lub m? +5k = (m+2)2.

Jezeli m?+5k=(m+1)?=m?+2m+1, to 2m=>5k—1 i na mocy warunkéw
zadania liczba k?+4m=k?*+2(5k—1)=k?*+10k—2 ma by¢ kwadratem liczby
catkowitej. Mamy k2 +10k —2 < k?+10k+25= (k+5)?2, zatem spelniona jest
zaleznosé

k> 4+10k—2< (k+4)* =k*+ 8k +16,

z ktérej otrzymujemy 2k <18 i k< 9. Uwzgledniajac réwnoéé 2m =5k —1
widzimy, ze k musi by¢ liczbg nieparzysta. Bezposrednim rachunkiem spraw-
dzamy, ze wartosci wyrazenia k?+10k—2 dla k=1, 3, 5, 7, 9 s3 odpowiednio
réwne 9, 37, 73, 117, 169. Uzyskujemy kwadraty liczb catkowitych jedynie
dla k=11 k=9; odpowiadajace wartosci m = %(51{:— 1) wynosza 2 i 22.

Jezeli m? 45k = (m+2)2 =m?+4m+4, to 4m = 5k — 4, zatem liczba
k? +4m =k? 45k — 4 jest kwadratem liczby calkowitej. Nieréwnoéé

k?+5k—4<k*+6k+9=(k+3)>

dowodzi, ze k? +5k —4 < (k+2)?=k*+4k+4, co daje k <8. Ponadto liczba
m= %k‘ —1 jest calkowita, wiec liczba k jest podzielna przez 4. Wyrazenie
k2 +5k—4 dla wartoéci k=4, 8 przyjmuje odpowiednio wartosci 32, 100 i tylko
dla k=8 otrzymujemy kwadrat liczby catkowitej; odpowiadajaca wartoscia
m= gk—l jest 9.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek m < k. Wéwczas mozemy napisac

(k+2)2=k? +4k+4 > k* +4k > k* +4m > k?

i z uwagi na to, ze k% +4m jest kwadratem liczby catkowitej, uzyskujemy
zalezno$é k? +4m = (k+1)? =k?+2k+1, czyli 2k =4m—1. Ta réwnos¢ nie
moze jednak by¢ prawdziwa, bowiem jej lewa strona jest liczba parzysta,
a prawa — nieparzysta. Wobec tego w tym przypadku nie ma rozwiazan.
Wystarczy juz tylko wykonaé¢ bezposrednie sprawdzenie, ze otrzymane
pary istotnie spelniaja warunki zadania.
Odpowiedz: Zadana wlasnoéé maja nastepujace pary (k,m):

(1,2), (8,9), (9,22).



Zadanie 3. W czworokacie wypuklym ABC D, nie bedacym réwnolegltobokiem,
zachodzi réwnosé AB=CD. Punkty M i N sa odpowiednio $§rodkami
przekatnych AC'i BD. Dowie$é, ze rzuty prostokatne odcinkéw AB
i CD na prostg M N sa odcinkami o jednakowej dtugosci, rownej
dtugosci odcinka M N.

Rozwigzanie
Niech punkt E bedzie érodkiem boku AD, za$ punkt F' — $rodkiem
odcinka MN (rys. 1).

rys. 1

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa wynika, ze EM || DC
oraz EM = %DC’. Analogicznie uzyskujemy zaleznosci EN | AB 1 EN = %AB.
Stad i z réwnosci DC = AB otrzymujemy EM = EN. Trojkat M EN jest
zatem rownoramienny, co oznacza, ze FF | M N. Wobec tego rzutem pro-
stokatnym odcinka EN na prostg M N jest odcinek F'IN; a poniewaz odcinek
AB jest rownolegly do odcinka EN i ma dwukrotnie wieksza dlugosé, wiec
rzutem odcinka AB na prosta M N bedzie odcinek o diugosci 2- FN =MN.

Analogicznie dowodzimy, ze rzut prostokatny odcinka C'D na prosta M N
jest odcinkiem o dtugoséci M N, co konczy rozwiazanie zadania.

Zadanite 4. Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyznaczyé liczbe ciggdéw
(c1,¢2,...,¢n), gdzie ¢; €40,1,...,9}, o nastepujacej wlasnosci:
w kazdej trojce kolejnych wyrazow sa co najmniej dwa wyrazy rowne.
Rozwigzanie
Niech z,, bedzie liczba ciagéw n-wyrazowych majacych zadane wlasnosci
(bedziemy je dalej nazywaé dobrymi ciagami). Niech z,, bedzie liczba dobrych
ciagéw (c1,ca,...,¢,), ktérych dwa ostatnie wyrazy ¢,—1 i ¢, sa réwne, na-
tomiast y, niech oznacza liczbe dobrych ciagéw (c1,co,...,c,), W ktorych
Cn—1 7 Cn. Oczywiscie spelniona jest rownosé z, = T + Yn.
Kazdy dobry ciag (n+ 1)-wyrazowy (c1,c2,...,¢n+1), W ktérym dwa
ostatnie wyrazy ¢, i ¢,41 sa rowne, powstaje z dokladnie jednego dobrego

ciagu (¢1,c¢9,...,¢,) przez dodanie warunku ¢, 1 = ¢,. Prawdziwa jest zatem
zaleznosé
(]-) T+l =2n =Tn+Yn-
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Natomiast dobry ciag (n+1)-wyrazowy (c1,¢2,...,¢n+1), w ktérym dwa ostat-
nie wyrazy ¢, i ¢,41 sa rozne, mozemy otrzymacé na dwa sposoby. W pierw-
szym sposobie nalezy wzia¢ dobry n-wyrazowy ciag (c1,ca,...,¢,), w ktérym
Cn—1 = Cp, 7a$ za Cnq1 przyjaé¢ dowolna liczbe ze zbioru {0,1,...,9} rézna
od ¢,. Tak postepujac otrzymamy 9z, réznych dobrych ciagéw (dtugosci
n+1). W drugim sposobie wybieramy dobry n-wyrazowy ciag (c1,c2,...,¢n),
w ktérym c¢,,_1 #c,, 1 przyjmujemy c,4+1=cp,—1. Tym razem uzyskamy y,, r6z-
nych ciaggéw. Ponadto zaden cigg nie moze by¢ otrzymany oboma sposobami.
Wynika stad réwnosé
(2) Ynt1=9Tn +Yn-

Ze zwiazkéw (1) i (2) dostajemy

3Tp41+Ynt1 =122, +4yn, 3Tpi1—Ynt1=—625+2ypn .

Przyjmujac oznaczenia u,, = 3%y, + Yn, Vn = 3T, — Y, Mamy wiec
(3) Upt1 =4Up, Vpy1=—-2v, dla n=3,4,5,....

Liczba dobrych ciggéw (c1,ca,c3), w ktérych co = c3, wynosi 10% = 100,
gdyz wartodci c¢1, co mozemy wybraé¢ dowolnie, natomiast liczba dobrych cia-
géw (c1,c2,c¢3), w ktérych co # c3, wynosi 2-10-9 =180, bowiem pare réznych
liczb (cg,c3) mozna wybra¢ dowolnie i ¢; musi by¢ réwne ¢y lub 3.

Zatem x3 =100, y3 =180, usz =480, v3 =120 i z zaleznosci (3) przez
indukcje otrzymujemy wzory

Up =480-4"7%=15-2*""1 0, =120-(-2)" "> =-15-(-2)".
Stad ostatecznie
Unpg1 +vn+1 _ 15- (22n+l _ (_2)n+1)
6 B 6
OdpowiedZ: Szukana liczba dobrych ciagéw wynosi 5- (4™ 4 (—2)").

=5-(4"+(-2)").

Zpn =Tn+1 =

Zadanie 5. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym SACB = 45°. Punkt
O jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, punkt H jest
punktem przeciecia wysokosci tréjkata ABC. Prosta przechodzaca
przez punkt O i prostopadia do prostej C'O przecina proste AC' i BC
odpowiednio w punktach K i L. Wykazac, ze

OK+KH=OL+LH.

Rozwigzanie

Niech D bedzie spodkiem wysokosci poprowadzonej z wierzchotka B
i niech G bedzie punktem symetrycznym do punktu H wzgledem prostej AC
(rys. 2); odcinki BG i AC przecinaja sie w punkcie D.

Zauwazmy, ze punkt G lezy na okregu opisanym na tréjkacie ABC.
Rzeczywiscie, ze wzgledu na prostopadtosci BH 1 AC, CH 1 AB mamy

JACG =<3ACH =4ABG,

4



a wiec punkty A, B, C, G leza na jednym okregu.

rys. 2

W tréjkacie BC'D zachodza réwnoéci $BCD =45° i $BDC =90°, skad
wyznaczamy $CBG =45°. Zatem $GOC =29GBC =90°. Stad GO L CO,
totez punkty G, K, O leza na jednej prostej w tej wtasnie kolejnosci. Wobec
tego

OK+KH=0K+KG=0G,

czyli wielko$¢ OK + K H jest réwna promieniowi okregu opisanego na trojka-
cie ABC'. Analogicznie dowodzimy, ze temu promieniowi jest rowna wielkosé
OL+ LH, co konhczy rozwigzanie.

Zadanie 6. Wykazad, ze jezeli liczby a,b,c sg dodatnie, to

1 1 1 1 1 1 1
< o4+
a+ab—|—abc+b+bc—|—bca+ c+ca+cab 3\3/abc<a+ b + c)

Rozwigzanie
Korzystajac z nieréwnosci miedzy $rednia arytmetyczna i geometryczna

otrzymujemy
a-+ab+abc> 3Ya-ab-abe =3 Vabe v a2b

i analogicznie b+ be—+bea > 3 VabeV/b2c oraz ¢+ ca+ cab >3V abe v c2a. Stad

wynika, ze

1 1 1 1 1 1
< .
a—+ab+abc * b+bc+bea + c+ca+cab ~ 3 abe ( Va2b * Vb2e * \3/02(1)
Zatem zadanie bedzie rozwiazane, jezeli wykazemy nieréwnosé
1 1 1 1 1
<—+-+-.

1
\3/a2b+ N b2c+ Veza Ta'b ¢
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Whprowadzajac oznaczenia =1/ Ya, y=1/ Vb, 2= 1/ /¢ zapisujemy powyz-
sza nierownos$¢ w postaci

x2y+y2z+22x <x3—i—y3—|—23,
a ta nieréwno$¢ jest prawdziwa na mocy nieréwnosci $rednich, gdyz
Pyttt e = \3/x3-a;3‘y3+ {’/y3-y3-z3+ 3/23-23-x3<
_ Bradtyd Pyt B4

_.3,.,3,.3
< 3 + 3 + 3 =z +y +z°.

Zadanie 7. Dany jest czworo$cian ABCD. Dwusieczna kata ABC przecina kra-
wedz AC' w punkcie @. Punkt P jest symetryczny do D wzgledem
punktu @. Punkt R lezy na krawedzi AB, przy czym BR= %BC’.
Udowodnié, ze z odcinkéw o dtugosciach BP, C'D oraz 2-QR mozna
zbudowaé trojkat.

Rozungzanie

Niech S bedzie érodkiem krawedzi BC', zas T — punktem symetrycznym
do punktu C' wzgledem punktu @ (rys. 3).
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rys. 3

Poniewaz BS = %B C=BR, wiec punkty R i .S leza symetrycznie wzgle-
dem dwusiecznej BQ kata ABC, a zatem QR =@QS. Ponadto trojkat CTB
jest obrazem tréjkata C'Q.S w jednoktadnosci o srodku w punkcie C i skali 2,
co daje BT =2-Q5=2-QR. Wreszcie konce odcinkow TP i C'D sa odpo-
wiednio symetryczne do siebie wzgledem punktu @, skad PT =CD.

7 wyprowadzonych zaleznosci otrzymujemy, ze tréjkat BT P jest zbudo-
wany z odcinkéw o dtugosciach BP, BT =2-QR oraz PT =CD, skad wynika
teza (punkty B, T', P nie sa wspélliniowe, bo punkt P lezy poza plaszczyzna
BCT).



Zadanie 8. Niech p bedzie liczba, pierwsza. Dowiesé, ze istnieje taka permutacja
(z1,%2,...,2p—1) zbioru {1,2,... ,p—1}, ze liczby
L1, T1T2, T1X2TL3, ..., 1‘11‘2....’13]371
dajg rézne reszty przy dzieleniu przez p.
Rozwigzanie
Przyjmijmy x1 =1 oraz dla ¢ =2,3,...,p—1 niech x; bedzie taka liczba
ze zbioru {1,2,...,p—1}, ze liczba (i —1)x; —i jest podzielna przez p.
Oczywiscie musimy najpierw wykazac, ze podane okreslenie liczby x; jest
poprawne, czyli ze taka liczba x; istnieje. W tym celu dla ustalonej wartosci
i€42,3,...,p— 1} rozpatrzmy liczby

(i—1)—i, 2(i—1)—i, 3(i—1)—1, ..., (p—1)(i—1)—1.

Zadna z tych liczb nie daje reszty p—i przy dzieleniu przez p; gdyby bo-
wiem dla pewnego k€ {1,2,...,p—1} liczba k(i—1) —i dawala reszte p—i, to
liczba k(i—1) bylaby podzielna przez p, co jest niemozliwe wobec nieréwnosci
0<k<p, 0<i—1<p—1 oraz faktu, iz p jest liczba pierwsza. Analogicznie
dowodzimy, ze jesli k, [ sg liczbami catkowitymi spelniajacymi nieréwnosci
1<k<i<p—1, to liczba

((i=1)=1) = (k(i—=1)—=i) = (I-k)(i—1)
nie jest podzielna przez p. To oznacza, ze wsréd wypisanych p—1 liczb zadne
dwie nie daja tej samej reszty z dzielenia przez p oraz zadna nie daje reszty
p—17#0. Wynika stad, ze dokladnie jedna z tych liczb daje reszte 0, czyli
dzieli sie przez p.

Udowodnimy teraz, ze otrzymane w ten sposob liczby x1, @2, ..., 2p—1
sa parami rézne. Zadna z liczb xo, 3, ..., p—1 nie jest rtéwna x1 =1, gdyz
liczba (i—1)-1—i=—1 nie jest podzielna przez p. Przypusémy z kolei, ze dla

pewnych wskaznikoéw 2 <7< j <p—1 zachodzi réwnos¢ x; =x;. Wtedy liczby
(j—1)a; —j oraz (i —1)x; —i sa podzielne przez p, a wiec réznica

(=D —j) = ((i= Dz —i) = (—i)(zi— 1)

dzieli sie przez liczbe pierwsza p, co jest niemozliwe, gdyz 0<j—i<p—1, jak
rowniez 0 <z; —1<p—1.

Pozostaje wykazaé, ze skonstruowane liczby spetniaja warunki zadania.
W tym celu wykazemy indukcyjnie, ze dla ¢ =1,2,...,p—1 liczba z1x5...7;
daje reszte i z dzielenia przez p. Dla i =1 jest to prawda. Zaldézmy teraz
prawdziwo$¢ tej wlasnosci dla i —1. Liczba z125...2,-1 — (i — 1) jest zatem
podzielna przez p, a wiec i liczba z1x...x;_12; — (i — 1)x; dzieli sie przez p.
Ale z okreslenia liczby z; wynika, ze liczba (i—1)x; daje reszte i przy dzieleniu
przez p. Wobec tego liczba x1xs...x; daje reszte ¢ z dzielenia przez p, co konczy
dowdd indukcyjny i rozwiazanie zadania.



Uwaga
Znajomo$¢ podstawowych wlasnosci arytmetyki liczb (mod p) pozwala
znacznie uprodci¢ zapis powyzszego rozumowania. Mianowicie przyjmujemy
x1=1 oraz (i—1)z;=i¢ (modp) dla i=2,3,....p—1.
Poniewaz p jest liczbg pierwsza, wiec okreslenie liczby x; jest poprawne. Jest
jasne, ze liczby xa, x3, ..., Tp—1 sg rézne od 1 =1; ponadto réwnos¢ z; =x;
dla pewnych 2 <i < j <p—1 prowadzitaby do zaleznosci

ij—i=i(-1)=>-1)-Dzi=(—-1)(-1z;=(i-1)j=ij—j (modp),
co daje oczywista sprzeczno$¢ i =j (mod p). Pozostaje sprawdzié¢, ze dla
1=2,3,...,p—1 mamy

(=D zze..vi=x9-2203-324-...(1—)x; =2-3-4-..i=(i—1)!-¢ (mod p),

a wiec r1x2...x; =1 (mod p).

Zadanie 9. Niech F(k) bedzie iloczynem wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby
catkowitej dodatniej k. Rozstrzygnaé, czy istnieja rézne liczby cal-
kowite dodatnie m, n, dla ktérych F(m)=F(n).

Rozwigzanie

Odpowiedz: Takie liczby m i n nie istnieja.

Niech 1 =d; <dy <...<dj =n beda wszystkimi dodatnimi dzielnikami
ustalonej liczby caltkowitej dodatniej n. Wowczas n/dy, n/da, ..., n/dy takze
sa wszystkimi dodatnimi dzielnikami liczby n, zatem mozemy napisaé¢

n n n
F(n)zdl-dg-...-dk:d—l-d—Q-...-ﬁ.
Stad wynika, ze
F(n):\/dl'dg-...-dk-;l'CZ-...-;;: nk =nk/? =nd/2,

gdzie d(n) oznacza liczbe wszystkich dodatnich dzielnikéw liczby n.

Przypusémy teraz, ze dla pewnych liczb catkowitych dodatnich m, n za-
chodzi réwnos$é F(m) = F(n). Wtedy m®*™)/2 =nd(™)/2 3 wiec uzyskujemy
zaleznogé m¥ ™) =nd(") Zatem (patrz: Uwaga) liczby m, n sa potegami tej
samej liczby calkowitej dodatniej: m =w® i n=w® dla pewnych liczb catko-
witych dodatnich w, b, c.

Zaltézmy, ze ¢ <b. Wtedy m jest potega tej samej liczby caltkowitej do-
datniej co n, ale o mniejszym wyktadniku. Stad wynika, ze m <n oraz —
poniewaz kazdy dzielnik liczby m jest takze dzielnikiem liczby n — zachodzi
d(m) <d(n). Wobec tego m¥™) <nd(™) i otrzymaliémy sprzecznogé. Podobna
sprzecznos¢ powstaje przy zatozeniu c > b. Musi wiec by¢ ¢ =b, skad otrzy-

mujemy m =w’=w’=n.



Uwaga

W powyzszym rozwiazaniu skorzystaliémy z nastepujacego faktu: jezeli
liczby catkowite dodatnie k, [, r, s spelniaja réwnosé k" =1°, to k i [ sa
potegami tej samej liczby catkowitej dodatniej.

Azeby to udowodnié, wezmy a =NWD(r,s) i niech r =ab, s = ac; liczby
catkowite dodatnie b i ¢ sa wzglednie pierwsze. Ponadto z réwnoéci k" =1°
otrzymujemy k*=1¢. Stad wynika, ze jezeli p jest dowolnym dzielnikiem pierw-
szym liczby k oraz t jest taka liczba catkowita dodatnia, ze k dzieli sie przez
p! i nie dzieli sie przez ptt!, to liczba kb dzieli sie przez p® i nie dzieli sie
przez p?*tl.

Jednakze k® jest jednoczeénie c-tg potega liczby catkowitej [, zatem c
musi by¢ dzielnikiem iloczynu bt. Skoro za$ b i ¢ sa wzglednie pierwsze, liczba
¢ musi by¢ dzielnikiem liczby ¢. Tak wiec kazdy dzielnik pierwszy liczby k
wchodzi do jej rozkladu na czynniki pierwsze z wykladnikiem podzielnym
przez c, przeto k jest c-ta potega liczby catkowitej. Wobec tego z réwnosci
kP =1° wynika, ze | = (V/k)?, czyli k il sa potegami liczby catkowitej V/k.

Zadanie 10. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC. Punkty P i U leza na boku BC,
punkty @ i S lezg na boku C'A, punkty R i T leza na boku AB, przy
czym

PRLBC, QPLCA, RQLAB,
USLBC, STLCA, TULAB.
Dowiesé, ze trojkaty PQR i STU sa przystajace.
Rozwigzanie
Skoro PR 1 BC oraz US 1L BC, to PR||US. Analogicznie QP || ST oraz
RQ || TU. Tréojkaty PQR i TUS sa wiec podobne, jako trojkaty o odpowied-
nich bokach réwnoleglych (rys. 4).

rys. 4

7 tréjkatéw prostokatnych PUS i RPU odcezytujemy zalezno$ci
PS*-US?=PU?=RU?-PR*.



Zachodzi wiec réwnosé
(1) PR?*-US?*=RU?-PS?.

Podobnie rozwazajac trdjkaty prostokatne QST i PQS oraz RTU i QRT
uzyskujemy analogiczne rownoéci

(2) QP?—-ST?=PS?*—-Q1?,

(3) RQ*-TU?=QT?—-RU?.

Dodajac réwnodci (1), (2), (3) stronami otrzymujemy zaleznosé
(4) (PR?4+QP?+RQ?) — (US?+ST*+TU?) =0.

Jesli przez k oznaczymy skale podobiefistwa trojkatow PQR i TUS, tzn.
PR=k-ST,QP=k-TU, RQ=Fk-US, to z réwnosci (4) wynika natychmiast,
ze k=1. A to znaczy, ze tréjkaty PQR i TUS sa przystajace.

Zadanie 11. Dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n wyznaczy¢ liczbe permutacji
(z1,%2,...,Z6n—1) zbioru {1,2,...,6n—1}, spelniajacych warunki:

jesli i —j=2n+1, to z; > xj;

jesii—j=4n |, to x; <x;.
Rozwigzanie
Odpowiedz: Szukana liczba jest On—1
p : a a] 3n+1)

Dla dowolnej permutacji spetniajacej warunki zadania zachodza naste-
pujace ciagi nieréwnosci

(1)

Ton < Tan4+1 < T1 < T2n42 < Tan4+3 < T3 < T2antd < Tan+4s5 < ...

<Z2op-3 <Tyn—2 <Ten—1 < T2n-1 < T4n,

) Ton41 < Tan42 < T2 < Tap43 < Tan44 < T4 < Ton4s5 < Tan+6 < ...
<Zon—a4 <Tyn—3 <Ten—2 < Top—2 < Tin—1.

Zauwazmy, ze kazdy z elementéw xq, xs2, ..., Ten—1 zostal w rozwaza-
nych wierszach wypisany dokladnie raz. Rzeczywiscie, w nieréwnosciach (1)
pojawily sie wszystkie wskazniki nieparzyste z przedziatu (1;2n—1), parzyste
z przedziatu (2n;4n) i nieparzyste z przedziatlu (4n+1;6n —1), w nieréwno-
Sciach (2) za$§ — wszystkie wskazniki parzyste z przedziatu (2;2n —2), nie-
parzyste z przedziatu (2n+1;4n— 1) i parzyste z przedzialu (4n+2;6n —2).
Badajac ilo$¢ liczb parzystych i nieparzystych w odpowiednich przedziatach
obliczamy, ze w zwiazku (1) wystepuje n+(n+1)+n=3n+1 liczb, a w zwiazku
(2) wystepuje (n—1)4+n+(n—1)=3n—2 liczb.

Nietrudno spostrzec, ze kazda nieréwnos¢ postaci x; < x; lub x; > x;
dajaca sie wywnioskowaé¢ z warunkéw zadania znajduje sie w zaleznosci (1)
lub (2). To oznacza, ze jezeli dla pewnej permutacji oba te ciagi nieréwnosci
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sg spelnione, to permutacja ta ma postulowane wtasnosci. Wobec tego kazda
permutacja spelniajaca warunki zadania jest jednoznacznie wyznaczona przez
podanie 3n+1 liczb wypisanych w nieréwnosciach (1) — nalezy bowiem usze-
regowad je rosnaco, za To, przyjaé¢ najmniejsza z tych liczb, za x4,41 liczbe
bezposdrednio po niej nastepujaca itd., co pozwala jednoznacznie okresli¢ wy-
razy permutacji znajdujace sie w zwiazkach (1); pozostale 3n—2 liczb po
ustawieniu w kolejnosci rosnacej analogicznie okredlaja wyrazy permutacji
znajdujace sie¢ w zwiazkach (2).

Zatem liczba permutacji majacych zadana wtasnosé jest réwna liczbie
(3n+1)-elementowych podzbioréw zbioru (6n—1)-elementowego, czyli liczbie

on—1
3n+1)°

Zadanie 12. Wielomian W o wspoétcezynnikach rzeczywistych przyjmuje w prze-
dziale (a;b) (gdzie a < b) tylko wartosci dodatnie. Udowodnié, ze ist-
nieja takie wielomiany P oraz Q1,Qz2,...,Qm, ze

W)= Pa)* + (z—a)(b—1) " Qi(x)?

=1
dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Rozwigzanie

Dowéd przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na stopien wielomia-
nu W.

Jezeli W(x) = c¢ jest wielomianem stalym, to oczywiscie ¢ >0 i w tym
przypadku mozna przyjaé¢ P(z)=\c, m=11 Q(z)=0.

Przypuéémy teraz, ze teza zadania jest prawdziwa dla wszystkich wielo-
mianéw stopnia mniejszego niz n i niech W bedzie wielomianem stopnia n.

Funkcja

" mae—a

rozwazana w przedziale (a;b), jest ciagla i przyjmuje w nim wartosci dodatnie,
ktore przy koncach przedziatu daza do nieskonczonosci. Zatem w pewnym
punkcie (niekoniecznie jednym) funkcja f osiaga swoja warto$¢ minimalng c;
jest to liczba dodatnia.

Zachodzi wobec tego nieréwnosé f(z) > ¢, czyli W(z) > c(z—a)(b—2x) dla
x € (a;b), ktéra w pewnym punkcie (punktach) staje sie réwnoscia. Méwiac
obrazowo, ¢ jest liczba, dla ktérej parabola y=c(z—a)(b—z) w przedziale (a;b)
jest ,styczna od dotu” do wykresu wielomianu W na tym przedziale, by¢ moze
w kilku punktach (rys. 5). Tak wiec wielomian G(x) =W (z)—c(z—a)(b—x)
w badanym przedziale przyjmuje wartosci nieujemne i posiada przynajmniej
jeden pierwiastek (rys. 6).

11



rys. 5 rys. 6

Zauwazmy, ze G(a)=W(a) i G(b) =W (b), a wigc wielomian G na kon-
cach przedziatu przybiera wartosci dodatnie. Zatem pierwiastki wielomianu
G w przedziale (a;b) maja parzysta krotnosé. Istnieja zatem takie liczby (nie-
koniecznie rézne) g1,92, ...,k € (a;b), ze wielomian G ma postaé

G(z)=(z—g1)*(z—g2)*..(a— g)*H(2),
przy czym wielomian H w przedziale (a;b) przyjmuje tylko wartosci dodatnie.
Oznaczmy B(z) = (z—g1)(z — g2)...(x — gx); mamy wiec G(z) = B(x)?H (z).

Jesli m jest stopniem wielomianu G, to m <n, z wyjatkiem sytuacji,
gdy n=1, kiedy to m =2. Ponadto wielomian H ma stopien nie wiekszy
niz m—2. Zatem w kazdym przypadku H jest wielomianem stopnia nizszego
niz W. Wobec tego na mocy zalozenia indukcyjnego istnieje przedstawienie

postaci
m

H(z)= P(ac)2 +(z—a)(b—2x) ZQi(x)z.

i=1
Stad otrzymujemy
W(z)=G(z)+c(xr—a)(b—z)=B(x)*H(z)+c(z—a)(b—2) =

— B(a)? (P(x)2+(x—a)(b—x)§jc2i(x)2> +e(z—a)(b—z)=
1=1

= (B@P@)+ (-0 b-) (/07 + D (B@Qi) )

i jest to zadane przedstawienie wielomianu W. Tym samym rozwigzanie za-
dania zostato zakonczone.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl

12



	Zadanie 1.
	Zadanie 2.
	Zadanie 3.
	Zadanie 4.
	Zadanie 5.
	Zadanie 6.
	Zadanie 7.
	Zadanie 8.
	Zadanie 9.
	Zadanie 10.
	Zadanie 11.
	Zadanie 12.

