LVIII Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

23 lutego 2007 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

Zadanie 1.  Wielomian P(x) ma wspélezynniki catkowite. Udowodnié, ze jezeli
wielomiany P(x) oraz P(P(P(x))) maja wspdlny pierwiastek rzeczy-
wisty, to maja takze wspélny pierwiastek catkowity.

Rozwigzanie

Niech liczba rzeczywista a bedzie wspdélnym pierwiastkiem wielomianéw

P(z)i P(P(P(z))). Z réwnosci P(a) =0 oraz P(P(P(a))) =0 otrzymujemy

P(P(0)) =0. Liczba caltkowita m = P(0) spelnia zatem warunki

P(m)=P(P(0))=0 oraz P(P(P(m)))=P(P(P(P(0))))=P(P(0)) =0,

co oznacza, ze m jest zadanym wspélnym pierwiastkiem catkowitym.

Zadanie 2. Dany jest pieciokat wypukly ABCDE, w ktérym
BC=CD, DE=EA, JYBCD=<YDEA=90°.
Udowodnié, ze z odcinkéw o dlugosciach AC, CE, EB mozna zbu-
dowaé tréjkat. Wyznaczyé miary jego katow, znajac miare o kata
ACFE i miare 8 kata BEC.
Rozwigzanie
Niech P bedzie obrazem punktu B przy obrocie o kat 90° wokdt punk-
tu E (rys. 1); wtedy oczywiscie proste BE i EP sa prostopadle oraz BE=FEP.
Przy tym obrocie punkt A przechodzi na punkt D, a zatem trojkaty ABE
oraz EDP sa przystajace. Stad wynika, ze AB= DP oraz YEAB=<YEDP.
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W kazdym pieciokacie suma katéw wewnetrznych wynosi 540°, a wiec
JEAB+YABC+YCDE = 360°. Wobec tego

IPDC =360°—-<EDC —<EDP =360°—<EDC —<SEAB=<ABC.

Stad oraz z zaleznosci AB = DP oraz BC = DC wynika, ze trojkaty PDC
i ABC sg przystajace. A skoro punkt D przy obrocie o kat 90° wokoét punktu
C przechodzi na punkt B, wiec punkt P przy tym obrocie musi przejsé na
punkt A. Stad wynika, ze proste AC' i PC sa prostopadle oraz AC = PC.
Trojkat EPC jest zatem zbudowany z odcinkéw o dtugosciach AC', CE, EB.
Poniewaz proste BE i PE sa prostopadle, wiec $PEC =90° — 3. Ana-
logicznie uzyskujemy JECP =90° —a. Wobec tego miary katéw tréjkata
zbudowanego z odcinkéw AC, CE, EB wynosza: 90°—3, a+ (3, 90°—a.

Zadanie 3. 7 n® plytek w ksztalcie tréjkata réwnobocznego o boku 1 utozono
tréjkat rownoboczny o boku n. Kazda ptytka jest z jednej strony
biala, a z drugiej czarna. Ruch polega na wykonaniu nastepujacych
czynnoéci: Wybieramy ptytke P majaca wspo6lne boki z co najmniej
dwiema plytkami, ktorych widoczne strony majg kolor inny niz wi-
doczna strona ptytki P. Nastepnie odwracamy plytke P na druga
strone.

Dla kazdego n > 2 rozstrzygnaé, czy istnieje poczatkowe ulozenie
plytek, pozwalajace wykonaé nieskonczony cigg ruchow.

Rozwigzanie

Nazwijmy odcinkiem granicznym wspolny bok dwoch plytek, ktérych wi-
doczne strony maja rézne kolory. Oczywiscie liczba odcinkéw granicznych jest
nieujemna i nie przekracza liczby m wszystkich odcinkéw bedacych wspdlnym
bokiem dwdch ptytek. Zbadamy, jak zmienia sie liczba odcinkéw granicznych
w wyniku wykonania dozwolonego ruchu.

Kazda z n? ptytek ma wspélne boki z co najwyzej trzema innymi plyt-
kami. Odwrocenie plytki jest dopuszczalne, jezeli co najmniej dwa z ta-
kich bokéw sg odcinkami granicznymi. Przypusémy, ze odwracamy ptytke P.
Wéwczas odcinki graniczne moga pojawié sie albo zniknaé jedynie na bokach
plytki P. Ponadto bok ptytki P jest po odwréceniu odcinkiem granicznym
wtedy i tylko wtedy, gdy przed odwréceniem nie byl on odcinkiem granicz-
nym. Wynika stad, ze w wyniku wykonania dozwolonego ruchu liczba odcin-
kéw granicznych zmniejsza sie.

Udowodnilismy w ten sposéb, ze z dowolnego poczatkowego ulozenia
plytek mozna wykonaé nie wiecej niz m ruchow.

Odpowiedz: Dla zadnego n > 2 nie istnieje utozenie pozwalajace wykonaé
nieskonczony cigg ruchéw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezgce informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Udowodnié, ze jezeli a, b, ¢, d sa liczbami catkowitymi dodatnimi
oraz ad="b%—+bc+c?, to liczba

a®+0* 4 d?
jest ztozona.
Rozwigzanie
7 warunkéw zadania otrzymujemy réwnosé 2ad =b?+c?+(b+c)?, a wiec

(a+d)*—(b+c)*=(a+d)*—2ad+b*+c* = a® +b* +c* + d°.
7 drugiej strony, z rozkladu réznicy kwadratéw na czynniki mamy
(a+d)*—(b+c)*=(a+d+b+c)(a+d—b—c).
Yaczac powyzsze zaleznosci uzyskujemy
a?+b*+c+d*=(a+b+c+d)(at+d—b—c).

Czynnik a+b+c+d jest liczba catkowity wieksza od 1. Gdyby byt on réwny
a?+b%+c?+d?, to na mocy nieréwnosci k? >k (prawdziwej dla k> 1) otrzyma-
liby$my réwnosci a =b=c=d =1, jednakze liczby te nie speliaja warunkéw
zadania. Zatem a+b+c+d jest wlasciwym dzielnikiem liczby a? +b%+c?+d?,
skad wynika teza zadania.

Zadanie 5. Czworokat wypukly ABCD, w ktérym AB # CD, jest wpisany
w okrag. Czworokaty AKDL i CMBN sa rombami o bokach dtu-
gosci a. Dowiesé, ze punkty K, L, M, N leza na jednym okregu.

Rozwigzanie

Poniewaz cigciwy AB i C'D s réznej dlugosci, wiec proste AD i BC nie
sa réwnolegle. Oznaczmy punkt ich przeciecia przez P (rys. 2). Wykazemy,

ze punkty K, L, M i N leza na okregu o srodku P.

Prosta AD jest symetralng odcinka KL, a wiec PK = PL. Analogicznie
PM = PN. Wystarczy zatem wykazac¢, ze PK = PN.

Oznaczmy przez () punkt przeciecia przekatnych rombu AK DL. Wéw-
czas na mocy twierdzenia Pitogarasa otrzymujemy

AP-DP=(PQ+AQ)(PQ—AQ)=PQ*— AQ* =
=PK?-KQ?—-AQ*=PK?—- AK?.
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rys. 2

Analogicznie dowodzimy, ze
BP-CP=PN?-BN".

Punkty A, B, C, D leza na jednym okregu, wiecc AP-DP=BP-CP. W
takim razie PK? — AK?=PN? - BN?; a skoro AK = BN =a, wiec w efekcie
uzyskujemy réwnos¢ PK = PN, ktora konczy rozwigzanie zadania.

Zadanie 6. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniajg warunek

r . r. 1,
a b ¢ d
Wykazaé, ze
3 3 3 3 3 3 3 3
f/a ;b +§’/b = +§/C ;rd +§’/d T <2(atb+etrd)—4.

Rozwigzanie
Wykazemy, ze dla dowolnych liczb dodatnich z, y zachodzi nieréwnosé

34 43 24,2
(1) 3/2°+Y <96 +y ‘
2 Tty

Rzeczywiscie, przeksztalcajac réwnowaznie powyzszg nieréwnosé mamy

(@ +y°)(z+y)® <2(2” +9°)°,

(23 4+ (23 + 322y + 329° + %) < 22° + 62 y? + 622yt 4245,
35y + 22313 + 3xy® < 2® + 32ty + 322yt 445,
0< (2® —¢*)? =3y (z —y) (2 —y°),
0< (a® —y*)(x —y)*.
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Ostatnia nieréwnoéé jest spetniona, gdyz liczby = —y oraz 23 —y> maja jed-
nakowy znak.
Korzystajac z zaleznosci (1) widzimy, ze zadanie bedzie rozwiazane, jezeli
udowodnimy nieréwnosé
a?+b* B+ A+d? d?+a?
atb bic | erd | d+a
Lewa strona powyzszej nieréwnoéci jest réwna
2ab 2bc  2cd  2da
a+b b+c c+d dta’
Aby dokonczyé rozwigzanie, wystarczy zatem dowiesé, ze
2ab  2bc  2cd  2da

<2(a+b+c+d)—4.

2(a+b+c+d)—

2 > 4.
@) atb btc crd dta
4
Jednakze na mocy tatwej do sprawdzenia nieréwnosci x+y > ! mamy
z Ty
2ab 2cd S 8 _ 8 _9
atb evd” a¥b exd 1 1 T 177
ab cd a b ¢ d
2bc  2da 8 B 8 5

b+c+d+a>b+c d+a 1 1 1 1
Tbe + da b ¢ + d a
To uzasadnia nieréwnosé (2), do ktérej wezesniej zostal sprowadzony dowdd
tezy zadania.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezgce informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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