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18 kwietnia 2007 r. (pierwszy dzien zawodéw)

Zadanie 1. W tréjkacie ostrokatnym ABC punkt O jest érodkiem okregu opi-
sanego, odcinek CD jest wysokosciag, punkt F lezy na boku AB,
a punkt M jest srodkiem odcinka CE. Prosta prostopadta do pro-
stej OM i przechodzaca przez punkt M przecina proste AC, BC
odpowiednio w punktach K, L. Dowie$é, ze
LM  AD
MK~ DB’
Rozwigzanie
PoprowadZmy przez punkt M prosta réwnolegla do boku AB, ktéra
przecina odcinki AC' i BC odpowiednio w punktach P i @ (rys. 1). Wéwczas
punkty P i @ sa odpowiednio $rodkami bokéw AC i BC. Poniewaz punkt
O jest érodkiem okregu opisanego na tréjkacie ABC, wicc $APO = 90°.
Ponadto <K MO =90°. Stad wynika, ze punkty K, P, M, O leza na jednym
okregu, ktérego $rednica jest odcinek KO. Wobec tego SOKM = SOPM.
Analogicznie dowodzimy, ze SOLM = SOQM. Z réwnoéci tych wynika,
ze trojkaty OK L i OPQ sa podobne. Oznaczajac zatem przez S rzut prosto-
katny punktu O na prosta PQ uzyskujemy
1 LM QS
M MK SP’

rys. 1 rys. 2

Oznaczmy przez X $rodek odcinka OC' oraz niech Y, R beda odpowied-
nio rzutami prostokatnymi punktéw X i C' na prosta PQ (rys. 2). Poniewaz
JOPC = 40QC = 90°, wiec punkty C, P, O, Q leza na jednym okregu,
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ktorego érodkiem jest punkt X. Zatem PX = X(Q, a wiec PY =Y Q. Po-
nadto punkt X jest srodkiem odcinka OC', wigc RY =Y S. Stad uzyskujemy
PR=(@S5. Wobec tego
o) Qs _PR_AD

SP RQ DB’
Laczac réwnosci (1) i (2) uzyskujemy teze.

Zadanie 2. Liczbe catkowitg dodatnig nazwiemy bialg, jezeli jest réwna 1 lub jest
iloczynem parzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie réznych).
Pozostale liczby catkowite dodatnie nazwiemy czarnymi.
Zbadad, czy istnieje taka liczba catkowita dodatnia, ze suma jej bia-
tych dzielnikéw jest réwna sumie jej czarnych dzielnikow.
Rozungzanie
Dla liczby catkowitej k > 1 oznaczmy

B(k) = suma bialych dzielnikéw liczby k,
C(k) = suma czarnych dzielnikéw liczby k,
D(k)=B(k)—C(k).

Udowodnimy, ze dla dowolnych wzglednie pierwszych liczb catkowitych

dodatnich [, m prawdziwa jest réwnosé
(1) D(lm)=D(l)-D(m).
Istotnie, kazdy dodatni dzielnik d iloczynu Im ma jednoznaczne przedstawie-
nie w postaci d = ab, gdzie a jest dzielnikiem liczby [, zas b jest dzielnikiem
liczby m. Ponadto d jest dzielnikiem bialym wtedy i tylko wtedy, gdy liczby
a, b maja ten sam kolor.

Suma wszystkich iloczynéw postaci ab, gdzie a, b sa odpowiednio bialymi
dzielnikami liczb I, m, jest réwna B(l)- B(m), natomiast suma wszystkich
takich iloczynéw, w ktérych dzielniki a, b sa czarne, wynosi C(1)-C(m). Mamy
zatem

(2) B(lm)=DB(l)-B(m)+C(l)-C(m).
Analogicznie uzasadniamy réwnosé
(3) C(lm)=DB(l)-C(m)+C(l)- B(m).

Ze zwiazkéw (2) 1 (3) wynika, ze
D(lm)=B(l)-B(m)+C(l)-C(m)—B(l)-C(m)—C(l)- B(m) =
=(B()=C(0)(B(m)—=C(m))=D()-D(m),
co konczy dowdd zaleznosci (1).
Przypusémy teraz, ze suma bialych dzielnikéw pewnej liczby catkowi-
tej n>1 jest rowna sumie jej czarnych dzielnikéw. Mamy wiec D(n) = 0.
Rozt6zmy liczbe n na iloczyn poteg réznych liczb pierwszych:

n=py'-py*-....p; .
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Na mocy wzoru (1) zachodzi réwnosé
D(n)=D(p")-D(py’)-...-D(p;’) =0.

Wobec tego istnieje liczba pierwsza p i liczba catkowita dodatnia r, dla kté-
rych D(p") =0. Jest to jednak niemozliwe: wszystkimi bialymi dzielnikami
liczby p" sa liczby 1, p?, p*, ..., a wszystkimi czarnymi dzielnikami — liczby
p, p3, p°, ..., i w konsekwencji zachodzi réwnosé

D(p")=1—p+p*—p*+...+(-1)"7",
za$ liczba stojaca po prawej stronie powyzszej rownoéci daje reszte 1 z dzie-
lenia przez p, jest wiec rézna od zera. DoszliSmy zatem do sprzecznosci.
OdpowiedZ: Nie istnieje.

Zadanie 3. Plaszczyzne podzielono prostymi poziomymi i pionowymi na kwa-
draty jednostkowe. W kazdy kwadrat nalezy wpisa¢ liczbe catkowita
dodatnig tak, by kazda liczba catkowita dodatnia wystapita na ptasz-
czyznie dokladnie raz. Rozstrzygnaé, czy mozna to uczyni¢ w taki
sposOb, aby kazda napisana liczba byta dzielnikiem sumy liczb wpi-
sanych w cztery kwadraty sasiednie.

Rozuigzanie

Udowodnimy, ze istnieje postulowany spos6b wpisania liczb.

Zacieniujmy niektére kwadraty jednostkowe oraz narysujmy droge prze-
chodzaca przez kazdy kwadrat doktadnie raz tak, jak pokazuje rys. 3. W ko-
lejne kwadraty zaznaczonej drogi wpiszmy liczby wedtug nastepujacych za-
sad:

Startujemy z kwadratu zaznaczonego gruba kropka.

29(37|40|43(30|32|34
27(13(15|19|14|16|45

, 33[12[ 3145 [21]46
Lre stf11] 2] 1|6 |17|57
o 28[10{ 9| 8| 7 |18[64
26[22[25[23[24[20[35

rys. 3 rys. 4

A) Jezeli dany kwadrat nie jest zacieniowany, wpisujemy najmniejsza
liczbe calkowita dodatnig, ktéra nie zostala jeszcze napisana na plaszczyznie.
B) Jezeli dany kwadrat K jest zacieniowany, ma on bok wspdlny z pew-
nym kwadratem H, w ktory jest juz wpisana liczba. Woéwczas wpisujemy
w K najmniejsza taka liczbe catkowita dodatnig m nie wystepujaca jesz-
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cze na plaszczyznie, ze liczba wpisana w kwadrat H jest dzielnikiem sumy
czterech liczb znajdujacych sie w kwadratach sasiadujacych z kwadratem H.

(Por. rys. 4, gdzie przedstawiono rezultat wykonywania krokéw A) i B)
dla kilkudziesieciu poczatkowych kwadratéw na drodze.)

Zauwazmy przede wszystkim, ze liczba m zgodna z wymaganiami wa-
runku B) zawsze istnieje. Rzeczywiscie, ze sposobu zacieniowania kwadratéw
wynika, ze w trzech kwadratach sasiadujacych z kwadratem K sg juz na-
pisane liczby, powiedzmy a, b, c. Jezeli zatem w kwadracie K znajduje sie
liczba d, to liczbe m musimy wybraé¢ w taki sposob, by liczba a+b+c+m
dzielita sie przez d. Jest to mozliwe, bowiem na ptaszczyznie wpisano dotad
skoniczenie wiele liczb.

Zatem postepujac we wskazany sposob wpiszemy liczbe catkowity do-
datnia w kazdy kwadrat na plaszczyznie. Pozostaje wykazacé, ze 6w sposéb
wpisania spelnia warunki zadania.

Poniewaz nieskonczenie wiele kwadratéw jest niezacieniowanych, krok A)
zapewnia, ze kazda liczba catkowita w pewnym momencie pojawi si¢ na ptasz-
czyznie. Ponadto w krokach A) i B) wybieramy za kazdym razem liczbe, ktéra
dotad nie zostala napisana. Wobec tego kazda liczba catkowita dodatnia be-
dzie wpisana w dokladnie jeden kwadrat. Na koniec, dla dowolnego kwadratu
K, spoérod czterech kwadratow sasiadujacych z K, kwadrat wystepujacy na
zaznaczonej drodze jako ostatni jest zacieniowany, a wiec wpisanie liczby
w ten kwadrat nastepuje na podstawie procedury B). Z tresci tej procedury
wnioskujemy, ze liczba znajdujaca sie¢ w kwadracie K jest dzielnikiem sumy
czterech liczb wpisanych w kwadraty sasiadujace z kwadratem K.

Wykazaliémy tym samym, ze opisany sposéb rozmieszczania liczb w kwa-
dratach spelnia warunki zadania.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Dana jest liczba calkowita n>1. Wyznaczy¢ liczbe mozliwych warto-
$ci iloczynu k-m, gdzie k, m sa liczbami calkowitymi spelniajacymi
nieréwnosci
(1) n"<k<m< (n+1)".

Rozwigzanie

Przypusémy, ze dwie rézne pary (k,m) i (k',m’), spelniajace zadany
warunek, dajg jednakowy iloczyn km =k'm’ = q. Oznaczmy

m+k=s, m—k=r, m+k =5, m—-K=r.

Woéwcezas 4q = s — 12, czyli r=/s2—4q; réznica r’ wyraza sie analogicznie.
Gdyby zachodzila réwnosé s =s’, wynikataby stad takze réwnosé r=r'. To
jednak nie jest mozliwe, skoro pary (k,m) i (k',m’) sa rézne. Zatem s+#s’;
nie tracac ogdlnosci przyjmijmy, ze s’ < s—1. Tak wiec
(1) s2—ri=dq=4k'm' < (K +m/)><(s—1)>=5%—25+1,

wobec czego
r241>2s=2(k+m)=2(2k+r)=4k+2r

i w konsekwencji (r—1)2 >4k >4n?. Widaé stad, ze r nie moze by¢ zerem. Za-
tem r — 1 jest liczbg nieujemna i z ostatniej nieréwnosci wynika, ze r—1 > 2n.
To znaczy, ze

(2) r>2n+1.

Réznica liczb m, k z przedziatu (n?;(n+1)?) nie moze by¢ wicksza niz jego
dlugosé, réwna 2n+ 1. Nieréwnosé (2) musi wiec byé réwnoscia, a liczby k, m
muszg pokrywaé sie z koncami tego przedziahu.

Musza ponadto zachodzi¢ réwnosci we wszystkich wezesniejszych nieréw-
nosciach, z ktérych zaleznoéé (2) zostata wyprowadzona. Réwnosé w zwiaz-
kach (1) oznacza za$, ze k' =m’ = (s—1)/2. Ostatecznie wigc

k=n? m=(n+1)? K=m'=n*+n.
Znalezione pary (k,m) i (k’,m') istotnie maja réwne iloczyny km=k'm/;
a z przeprowadzonego rozumowania wynika, ze sg to jedyne takie dwie rézne
pary.

W zbiorze {n?,n%+1,...,(n+1)?} jest 2n+2 liczb. Mozna z nich utwo-
rzy¢ (2”;2) par (k,m), w ktérych k <m, oraz 2n+2 par, w ktérych k=m;
lacznie 2n%+5n+3 par. Wéréd wyznaczonych przez nie wartosci iloczynu
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km wystepuje dokladnie jedno powtérzenie. Tak wiec liczba mozliwych war-
toéci iloczynu km jest o jeden mniejsza i wynosi 2n2+5n+ 2.

Zadanie 5. W czworoécianie ABCD spelnione sg zaleznosci
IBAC+YBDC =YABD+4ACD,

YBAD+YBCD =YABC+JADC.
Udowodnié, ze srodek sfery opisanej na tym czworo$cianie lezy na
prostej przechodzacej przez srodki krawedzi AB i CD.
Rozwigzanie
Rozpatrzmy szesciokat Ay BA>sC A3 D bedacy siatka czworoécianu ABC' D
(rys. 5).

rys. 5 rys. 6

Przepisujac pierwszg z danych w tresci zadania réwnosci jako
JA1BD+YA3CD =<BDC+<$BA>C

widzimy, ze suma miar katéw A1 BAs i AoC A3 (traktowanych jako katy we-
wnetrzne sze$ciokata ABA;C AsD, a zatem niekoniecznie wypuklych) jest
réowna sumie miar katéw wewnetrznych trojkatow BDC' i BAsC, co daje

(1) YA BAs+ S A;C Az =360°.

Poniewaz BA; = BA; oraz C Ay =CA;s (gdyz odpowiednie odcinki pocho-
dza z rozklejenia jednej krawedzi czworoscianu), wiec na mocy réwnosci (1)
trojkaty réwnoramienne Ay BAy i A;C As sa podobne (przy czym moga by¢
zdegenerowane do odcinka). Wobec tego
o) Agdy _ Axdy

AyB Ay C
Ponadto ¥BAyA; = SCAyAs, przy czym oba katy sa jednakowo zoriento-
wane, skad otrzymujemy

(3) IBAC =4A; AxAs.
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Z zaleznosci (2) i (3) wynika, ze tréjkaty BAsC oraz Ay As Az sa podobne.
Analogicznie korzystajac z drugiej rownosci danej w treéci zadania dowo-
dzimy, iz trojkaty A;BD i Ay A;As sa podobne. Wobec tego podobne sa
trojkaty BAsC' i A1 BD; ze wzgledu na réwnosé A1 B = BA, sg one przysta-
jace. Zatem

(4) AsC=BD oraz BC=AD

Niech teraz punkty M, N beda odpowiednio $rodkami krawedzi AB,
CD w czworoécianie ABC'D (rys. 6). Na mocy (4) trojkaty BDC i ACD sa
przystajace. Wobec tego odcinki BN i AN, bedace odpowiednio srodkowymi
w tych tréjkatach, maja réwne dlugosci. Innymi stowy, AN = BN, zatem
w tréjkacie rownoramiennym AN B $rodkowa N M jest prostopadta do boku
AB. Analogicznie rozpatrujac tréjkat C M D dowodzimy, ze MN 1 CD.

Prosta M N jest wiec krawedzia przecigcia ptaszczyzn symetralnych kra-
wedzi AB i CD czworoscianu ABCD. Srodek sfery opisanej na czworoécianie
lezy na kazdej z tych pltaszczyzn, zatem lezy na prostej M N, co dowodzi tezy
zadania.

Zadanie 6. Ciag ao, a1, az, ... jest okreslony przez warunki: ap = —1 oraz
An—1 An—2
e+ — =0 dl >1.
an + 9 + 3 n Tl an=
Wykazaé, ze a, >0 dlan>1.

Rozwigzanie

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.

Liczba a; = % jest dodatnia. Przypusémy z kolei, ze dla pewnego wskaz-
nika n liczby a1, as, ..., a, sa dodatnie. Udowodnimy, ze liczba a,, 11 rowniez
jest dodatnia. W tym celu zauwazmy, ze prawdziwa jest zaleznosé

1 n 1

k+1 n+1 k

gdyz jest ona réwnowazna nieréwnosci (n+1)k=nk+k < (k+1)n=nk+n.

Zatem korzystajac z zalozenia indukcyjnego oraz z danej w tresci zadania
réwnosci otrzymujemy

dlak=1,2,....n

1
n—|—2 3 n—l—l
<py1+ (an—l—an_ +... a1>:
n+1 2 n— 1 n
n  —ag n
n+1+n+1 1 an+1+7(n+1)2-
Wobec tego spelniona jest nieréwnosé
1 n 1
Opi1 2

— = >0,
n+2 (n+1)2 (n+1)%(n+2)
ktora konczy dowdd indukcyjny i rozwiazanie zadania.
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