LIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (10 wrzeénia 2007 r. — 8 pazdziernika 2007 r.)

1. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych z, y, z uktad réwnan

x° = 5y3 —4z
yS =523 —4x
25 =ba3 — 4y

2. Dany jest kat wypukly o wierzchotku P i punkt A lezacy we-
wnatrz tego kata. Punkty X i Y leza na réznych ramionach tego kata,
przy czym PX = PY oraz warto$¢ sumy AX + AY jest najmniejsza.
Wykazaé, ze

IXAP =YY AP.

3. Ciag liczb catkowitych aq, as, as, ... jest okreslony przez wa-
runki: a1 =1, as =2,

Ay, =30Ap—1+50p_2 dla n=3,4,5,....

Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita k> 2, ze liczba ay, jest
dzielnikiem iloczynu axyiag42.

4. Dana jest liczba catkowita n > 1. Kazdemu niepustemu pod-
zbiorowi A zbioru {1,2,...,n} przyporzadkowujemy liczbe w(A) w na-
stepujacy sposob: Jezeli a; > as > ... > ap sa wszystkimi elementami
zbioru A, to

w(A)=a; —as+az—...+(—1)"ay.
Obliczy¢ sume wszystkich 2™ —1 otrzymanych liczb w(A).
Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia
8 pazdziernika 2007 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

IT seria (9 pazdziernika 2007 r. — 12 listopada 2007 r.)

5. Znalez¢ wszystkie takie tréjki liczb pierwszych (p, q,r), ze liczby
pg+qr+rp  oraz  p’4q’+r°—2pgr
sa podzielne przez p+q+r.

6. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany W (x) o wspdlczynni-
kach rzeczywistych, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x spetniona jest
rownosé

W(2?)- W (a®) = (W ().

7. W n-osobowym stowarzyszeniu dziata 2" —1 komisji (kazdy nie-
pusty zbidr czlonkéw stowarzyszenia tworzy komisje). W kazdej komi-
sji nalezy wybraé¢ przewodniczacego. Wymagany jest przy tym waru-
nek: Jezeli komisja C' jest suma C' = AU B dwdéch komisji A i B, to
przewodniczacy komisji C' jest tez przewodniczacym co najmniej jed-
nej z komisji A, B.

Wyznaczy¢ liczbe mozliwych wyboréw przewodniczacych.

8. Dany jest ostrostup czworokatny ABCDS o podstawie czwo-
rokata wypuktego ABC D. Sfera wpisana w ten ostrostup jest styczna
do éciany ABC'D w punkcie P. Dowies¢, ze

JAPB+<CPD =180°.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

12 listopada 2007 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I1T seria (13 listopada 2007 r. — 10 grudnia 2007 r.)

9. Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe rzeczywista a o nastepujacej
wlasnosci:

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y, z > a spekliajacych wa-
runek x+y+z =3 prawdziwa jest nieréwnosé

:1:3+y3+23 > 3.

10. Dana jest liczba pierwsza p. Ciag liczb catkowitych dodatnich
ai, as, as, ... spetnia warunek

an+1:an+p[{7/an} dlan=1,2,3,....
Wykazaé¢, ze pewien wyraz tego ciggu jest p-ta potega liczby catko-
witej. (Uwaga: Symbol [z] oznacza najwigksza liczbe calkowita nie
przekraczajaca x.)

11. Punkty Py, P, Ps, Py, Ps, Py, Pr leza odpowiednio na bokach
BC,CA, AB, BC, CA, AB, BC tréjkata ABC, przy czym spetnione
sa réwnosci
IP,P;C =SAP,Py=YP3PyB=<JCP,Ps=<PsPs A= <JBPsP; =60°.
Dowies¢, ze Py = Ps.

12. Dana jest liczba calkowita m > 2. Wyznaczy¢ najmniejsza
taka liczbe caltkowita n > m, ze dla kazdego rozbicia zbioru
{m,m+1,...,n} na dwa podzbiory, przynajmniej jeden z tych pod-
zbioréw zawiera takie liczby a, b, ¢ (niekoniecznie rézne), ze ab=c.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

10 grudnia 2007 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

e Dla wojewddztwa pomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk

e Dla wojewodztwa §laskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

e Dla wojewddztwa maltopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw.

e Dla wojewoddztwa lubelskiego i podkarpackiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Oddzial Lubelski Pol-
skiego Towarzystwa Matematycznego, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1 (Wie-
zowiec Fizyki), 20-031 Lublin.

e Dla wojewodztwa tédzkiego i §wietokrzyskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki Uni-
wersytetu Lédzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 t.6dz.

e Dla wojewodztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614
Poznan

e Dla wojewoddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Uniwersytet Szczecinski,
Instytut Matematyki, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

e Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100
Torun.

o Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-956 Warszawa

e Dla wojewddztwa dolnoslaskiego i opolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
Uniwersytetu Wroctawskiego pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroctaw

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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