LIX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(10 wrzeénia 2007 r. — 10 grudnia 2007 r.)

Zadanie 1. Rozwigzaé¢ w liczbach rzeczywistych z, y, z uklad réwnan

x® =5y° — 4z
y® =52 —dx
2° =5a3 — 4y

Rozungzanie

Jezeli trojka liczb (x,y,z) spelnia dany uklad réwnan, to spelniaja go
réwniez tréjki liczb (y,z,x) i (z,x,y). Zatem bez ograniczenia ogélnosci rozu-
mowania mozemy przyjac, ze x jest najmniejsza wsrdd liczb x, y, z (pozostate
rozwiazania otrzymamy przez cykliczne przestawienie zmiennych).

Rozpatrzmy dwa przypadki.

1. y<z. Mamy wiec # <y<z. Funkcja f(t) =t° jest écile rosnaca, zatem
z drugiego i trzeciego réwnania danego uktadu otrzymujemy

523 =y +4x < 2° + 4y = 5a>.

Funkcja f(t)=t3 réwniez jest $ciéle rosnaca. Wobec tego powyzsza nieréwnosé
implikuje, ze z <x. W konsekwencji x =y = z. Stad wynika, ze rozwiazania
danego uktadu réwnan w tym przypadku maja postaé¢ x=y=z=t, gdzie t jest
rozwigzaniem réwnania t° = 5t3 —4t. To réwnanie jest réwnowazne réwnaniu
0=1> =52+t =t(t* —5t> +-4t) =t(t? = 1) (12 —4) =t (t — 1) (t+ 1) (t = 2)(t +2),
ktére ma rozwiazania t =—2,—1,0,1,2. Otrzymujemy wiec 5 rozwigzan da-
nego ukladu réwnan: x=y=z¢€{-2,-1,0,1,2}.

2. y>z. W tym przypadku x < z<y. Rozumujac podobnie jak poprzednio
uzyskujemy

5y3 =2° +4z < 2° + 4y =523,

czyli y < z. Zatem x < z <y <z, co nie moze mie¢ miejsca.

Uwalniajac si¢ od zalozenia, ze x jest najmniejszg wérod liczb z, y, z, wi-
dzimy, ze jedynymi rozwiazaniami uktadu sg rozwiazania otrzymane w przy-
padku 1.

OdpowiedZ: Rozwiazaniami (x,y,z) danego ukladu réwnan sa:

(-2,-2,-2), (~1,—-1,-1), (0,0,0), (1,1,1), (2,2,2).



Zadanie 2. Dany jest kat wypukly o wierzchotku P i punkt A lezacy wewnatrz
tego kata. Punkty X i Y leza na réznych ramionach tego kata, przy
czym PX = PY oraz warto$¢ sumy AX + AY jest najmniejsza. Wy-
kazacé, ze

IXAP =Y AP.

Rozwigzanie
Niech B bedzie takim punktem plaszczyzny, dla ktérego PB = PA oraz
IBPA=4YPX (rys. 1).

rys. 1

Mamy wéwezas SBPY = SAPX, zatem tréjkaty BPY i APX sa przy-
stajace (cecha bok-kqt-bok). Stad otrzymujemy réwnosé BY = AX. Wartos$é
wyrazenia AX + AY = BY + AY jest najmniejsza, wiec stosujac nieréwnosé
tréjkata dochodzimy do wniosku, ze punkt Y lezy na odcinku AB. Poniewaz
za$ trojkat BPA jest rownoramienny, uzyskujemy

LY AP=<4BAP=<4ABP=<4YBP=4XAP,

co konczy rozwigzanie.

Zadanie 3. Ciag liczb calkowitych a1, a2, as, ... jest okreslony przez warunki:
a; = 1, az = 2,
(1) an =30n—1+50n_2 dlan=3,4,5,....

Rozstrzygnaé, czy istnieje taka liczba catkowita k > 2, ze liczba ax
jest dzielnikiem iloczynu ag41ar42.
Rozwigzanie
Z danego w tresci zadania warunku (1) wynika, ze

Ak410k+2 = k41 (30 +Dag+1) = 3akar+1 + 5ai+1
dla k> 2. Wobec tego liczba ay jest dzielnikiem iloczynu agiiag42 wtedy
i tylko wtedy, gdy jest dzielnikiem liczby 5a? 11
Zauwazmy, ze zaden wyraz ciggu a1, as, as, ... nie jest liczbg podzielng
przez 5. W istocie, dla kazdego wskaznika n >3 z réwnosci a,, —3a,—1 =5a,_2
wynika, ze liczby a,, a,—1 sa obie podzielne przez 5 lub tez zadna z nich.
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Poniewaz jednak a; =1, as =2 sa liczbami niepodzielnymi przez 5, wigc przez
prosta indukcje otrzymujemy zadany wniosek. Analogicznie dowodzimy, ze
dla dowolnego n > 3 liczby a,,, a,,_o sa obie podzielne albo obie niepodzielne
przez 3, zatem w danym ciagu nie wystepuja liczby podzielne przez 3.
Pozostaje wiec zbadad, czy istnieje taka liczba catkowita k> 2, ze liczba
a; 41 Jest podzielna przez ay. Poniewaz ay > 2, wigc oznacza to, ze liczby
ag 1 aks1 musza mie¢ wspolny dzielnik pierwszy p. Jak wykazaliémy wyzej,
liczba p jest rézna od 3 i 5. Ponadto istnieje najmniejsza taka liczba catkowita
dodatnia m, ze liczby a,, i @41 S8 podzielne przez p. Mamy oczywiscie m > 2,
wiec zachodzi r6Wnosé ba,,—1 = am41 — 3am, z ktoérej wnioskujemy, ze liczba
am_1 jest podzielna przez p. To jednak przeczy okresleniu liczby m.
Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze taka liczba k nie istnieje.

Zadanie 4. Dana jest liczba calkowita n > 1. Kazdemu niepustemu podzbiorowi
A zbioru {1,2,...,n} przyporzadkowujemy liczbe w(A) w nastepu-
jacy sposéb: Jezeli a1 >az2>...>ai s wszystkimi elementami zbioru

A, to
(1) w(A)=a1—az+as—...+(—1)"ay.
Obliczy¢ sume wszystkich 2" —1 otrzymanych liczb w(A).
Rozwigzanie
Sposdb 1

Dla n =1 rozwazana suma jest réwna 1. Przyjmijmy wiec, ze n > 2.
Niech Bi, Bs, ..., By, beda wszystkimi niepustymi podzbiorami zbioru

{1,2,...,n—1}. Woéwczas m=2""1—1 oraz
Bl, BQ, ey Bm, {’I’L}, B1U{n}, BQU{TL}, ey BmU{TL}
sa wszystkimi niepustymi podzbiorami zbioru {1,2,...,n}.

Ustalmy warto$¢ i€ {1,2,...,m}. Niech ¢; >c2>...>¢;, beda wszystkimi
elementami zbioru B;. Nietrudno spostrzec, ze

’UJ(BZ) =c1—Cy+c3—.. .—l—(—l)k_HCk,
w(B;U{n})=n—cy+ca—...+(—1) ¢,

zatem
(2) w(B;)+w(B;U{n})=n.
Wypisujac réwnosé (2) dlai=1,2,...,m i sumujac stronami uzyskujemy

w(By)+w(B1U{n})+...+w(Bp)+w(B,U{n})=m-n.
Wobec tego suma, ktéra nalezy wyznaczyé, jest réwna

w({n})+m-n=n+2""'-1)-n=n-2""1



Sposob 11

Niech Ay, As, ..., A, (m=2"—1) beda wszystkimi niepustymi pod-
zbiorami zbioru {1,2,...,n}. Utwérzmy tabele o m wierszach i n kolumnach.
W kazde pole tej tabeli wpisujemy liczbe zgodnie z nastepujaca zasada: Jezeli
a; >ag >...>ay sa wszystkimi elementami zbioru A; (gdzie j=1,2,...,m),
to w pole znajdujace sie w j-tym wierszu oraz a;-tej kolumnie wpisujemy
liczbe (—1)i*1a;. W pozostate pola tej tabeli wpisujemy zera.

Na mocy warunku (1) suma liczb znajdujacych sie w j-tym wierszu tabeli
wynosi w(A;). To oznacza, ze suma S, ktéra nalezy obliczy¢ w zadaniu, jest
rowna sumie wszystkich liczb w tabeli. Zatem

(3) S=ki+ko+...+kp,

gdzie k; jest suma liczb znajdujacych sie w i-tej kolumnie.

Dla kazdego ze zbioréw A, Ao, ..., Ay, liczba n jest badz jego najwigk-
szym elementem, badz tez do niego nie nalezy. Ponadto liczba tych zbioréw,
ktére zawieraja liczbe n, jest réwna liczbie podzbioréw zbioru {1,2,...,n—1},
czyli liczbie 2"~ 1. Wynika stad, ze w n-tej kolumnie tabeli znajduje sie 27!
liczb n, a pozostale liczby sa zerami. Zatem k, =mn-2"" 1.

Wykazemy z kolei, ze k1 =ko=...=k,,—1=0.

Ustalmy wartosé¢ j € {1,2,...,n—1}. Kazda liczba wystepujaca w j-tej
kolumnie jest réwna 0, j albo —j. Musimy wykazaé, ze liczb j jest tyle samo,
co liczb —j. Zauwazmy, ze w i-tym wierszu rozwazanej kolumny znajduje sie
liczba j wtedy i tylko wtedy, gdy do zbioru A; nalezy liczba j oraz parzysta
liczba liczb wiekszych od j (wybranych z (n —j —1)-elementowego zbioru
{j+1,7+2,...,n—1,n}); liczby mniejsze od j nie maja na to wptywu. Zatem
liczba liczb j w j-tej kolumnie tabeli jest réwna

(4) 2J'1.<<n_g_1>+<n_g_1)+<n_i_1>+...>,
n-j-1y

przy czym ostatni skladnik w powyzszej sumie wynosi (Z:;j) albo (n_j_2
w zaleznosci od parzystosci liczby n—j — 1. Podobnie dowodzimy, ze liczba
liczb —j7 w j-tej kolumnie jest réwna

o () () () )

Liczby (4) i (5) sa réwne, gdyz na mocy wzoru dwumianowego ich réznica
wynosi 2971 (1—1)"79~1 =0. To koficzy dowéd réwnosci kj = 0.
Z udowodnionych zaleznosci otrzymujemy na mocy (3), ze S=n-2""1,

Zadanie 5. Znalezé wszystkie takie trojki liczb pierwszych (p,q,r), ze liczby
pPq+qr—+rp oraz p3 + q3 + - 2pqr
sa podzielne przez p+q—+r.
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Rozwigzanie
Niech liczby pierwsze p, q, © spelniajg zadane warunki. Liczba

pa+gr+rp=p(p+q+r)—(p*—qr)
jest podzielna przez p+q+r. Wobec tego liczby p?—qr oraz p(p?—qr)=p>—pqr
sg réwniez podzielne przez p+ g +r. Analogicznie dowodzimy, ze liczby

q3 —pqr oraz 7“3 —pqr

sg podzielne przez p+ q+r. Sumujac te trzy liczby dostajemy podzielnosé
liczby p? 4 ¢+ 13 — 3pqr przez p+q+r. Zatem na mocy warunkéw zadania
liczba p+ q+r jest dzielnikiem liczby pqr.

Liczby p, q, r sa pierwsze, wiec wszystkimi dodatnimi dzielnikami liczby
pqgrsa: 1, p, q, r, pq, qr, rp, pqr (przy czym niektére z nich moga by¢ réwne).
To oznacza, ze p+q+r musi by¢ réwne jednemu z tych dzielnikéw. Cztery
pierwsze dzielniki sa mniejsze od p+¢g+r. Ponadto pgr >p+q+r, gdyz ze
wzgledu na nieréwnosci p,q,r > 2 mamy

pqr > 4-max{p,q,r} >3-max{p,q,r} > p+q+r.

Zatem liczba p+q+r jest réwna pq, gr lub rp. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy,
ze p+q+r=pq. Liczba pg+ qr+rp jest wiec podzielna przez pq. Stad liczba

pa(p+q+1)—(pg+qr+rp)=(p+q)(pg—7) = (p+4)*

dzieli si¢ przez pq. To oznacza, ze liczba p+q jest podzielna przez liczby
pierwsze p i ¢. Musi wiec by¢ p=q. Ponadto r=pg—p—q=p*—2p=p(p—2)
jest liczba pierwsza. Wobec p > 2 iloczyn p(p—2) moze by¢ liczba pierwsza
jedynie wtedy, gdy p—2=1. Ostatecznie mamy p=¢=3ir=3-1=3.

Pozostaje bezposrednio sprawdzié¢, ze otrzymane liczby spelniaja wa-
runki zadania.

Odpowiedz: Jedynym rozwiazaniem sa liczby (p,q,r) = (3,3,3).

Uwaga

W powyzszym rozwigzaniu udowodniliémy, ze liczba p3 + ¢ 413 — 3pqr
jest podzielna przez p+ q-+r. Mozna te podzielno$¢ rowniez wykazaé przy
uzyciu tozsamosci

2y’ 420 =Bayz = (e y+2) (2 + 7+ 2 — ey —yz —2w).

Zadanie 6. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany W (z) o wspo6tezynnikach rze-
czywistych, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x spetniona jest rownosé

(1) W(a®) W (z®) = (W (2))".

Rozwigzanie

Sposob 1

Zauwazmy najpierw, ze jedynymi wielomianami stalymi spelniajacymi
warunki zadania sa W(x) =0 oraz W(x)=1. Przyjmijmy wiec dalej, ze wie-
lomian W (x) nie jest staly.



Jezeli wielomian W (x) jest postaci W (x)=cz™ dla pewnej liczby rzeczy-
wistej ¢ #£0 i liczby calkowitej n>1, to w warunku (1) mamy
W(x?)-W(2?) =22 = (W(x))® = 2",
co implikuje ¢?=c® i c=1. Wobec tego wéréd wielomianéw rozwazanej postaci
tylko wielomiany W (x)=2x" dla n > 1 spelniaja warunki zadania.
Pozostal do rozpatrzenia przypadek, gdy wielomian W (x) jest suma co
najmniej dwoch niezerowych jednomianéw. W takim razie mozemy napisaé

W(z)=anz"+az! +G(x),
gdzie n>1>0, a, #0, a; #0, a wielomian G(z) jest wielomianem zerowym
albo ma stopien najwyzej [ — 1. Zatem
W (2?) - W(2?) = (a2 + qz® + G(2?)) (an " + iz + G(2%)) =

_a2 $5n +aa x3n+2l+alanm2n+3l —i—P(.%‘),

gdzie P(z) jest wielomianem stopnia co najwyzej 2n+ 3l —1, oraz
<W($))5:(anxn+alxl+G(x)) 5 5n+5a ax4n+l+Q( )

gdzie Q(z) jest wielomianem stopnia co najwyzej 3n+ 2l. Liczby 2n+ 3l
i 3n+2l sa mniejsze od 4n+1. Wobec tego wspélczynnik przy potedze x4+
w wielomianie W (z?)- W (z3) jest réwny zeru, a w wielomianie (W (x))> wy-

nosi on 5a,a; # 0. Doszlismy wiec do sprzecznosci.

Sposdb 11

Tak jak w sposobie I rozpatrujemy najpierw przypadek, gdy wielomian
W (z) jest staly. Otrzymujemy wiec rozwiazania W (z)=01 W (z)=1, a w dal-
szej czedcl rozwiagzania przyjmujemy, ze wielomian W (z) nie jest staly.

Podstawiajac z =0 w zaleznosci (1) otrzymujemy (W (0))? = (W (0))°.
Zatem W (0)=0 albo W(0) =

Przypu$émy najpierw, ze W (0) =1. Wielomian W (x)—1 nie jest staly
i jego pierwiastkiem jest liczba x=0. Wobec tego istnieja taka liczba catkowita
dodatnia k oraz taki wielomian G(x), ze

W(z)=1+2"-G(x), przy czym G(0) #0.
Korzystajac ze wzoru dwumianowego obliczamy, ze
W(2?)- W (2%) = (1+2°*G(2?)) (1 +2% G (2?)) = 1 +2* P(2),
(W(x))® =(14+2"G(x))® =1+52"G(x) + 22*Q(x),

gdzie P(x), Q(x) sa pewnymi wielomianami o wspolczynnikach rzeczywi-
stych. Jezeli wiec réwnosé (1) zachodzi dla kazdej liczby rzeczywistej x, to

(2) 2 (P(2) - Q(x)) =a* - G(x)
dla wszystkich x. Jednakze wielomian wystepujacy po lewej stronie réwnosci

(2) jest podzielny przez x2*, a wielomian po prawej stronie zawiera niezerowy
wspoétezynnik G(0) przy potedze z¥. Otrzymaliémy wiec sprzecznosé.

6



Pozostaje wiec do rozpatrzenia przypadek W (x)Z0, W(0)=0. Wowczas
mozemy napisac

(3) W(2) =™ Gla)

dla pewnej liczby calkowitej dodatniej m i wielomianu G(z) spelniajacego
warunek G(0) #0. Na mocy (1) i (3) mamy

2™ G(z?) G(a®) =W (a?) - W (2®) = (W (2)) =2 - (G (x))°,
zatem dla dowolnej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé
G(z?)-G(a®) = (G(x))".

Innymi stowy, wielomian G(x) réwniez spelnia warunki zadania. Poniewaz
G(0) #0, wiec z poprzedniej czesci rozwiazania wnioskujemy, ze G(x) = 1.
Wobec tego W (z) =a™.

Pozostaje juz tylko zauwazyé, ze kazdy taki wielomian W (x) spelnia
warunki zadania.

Odpowiedz: W(x) =0, W(x)=1 oraz W(zx)=2" dlan=1,2,3,....

Zadanie 7. W n-osobowym stowarzyszeniu dziata 2" —1 komisji (kazdy niepusty
zbiér cztonkéw stowarzyszenia tworzy komisje). W kazdej komisji na-
lezy wybra¢ przewodniczacego. Wymagany jest przy tym warunek:
Jezeli komisja C' jest sumg C' = AUB dwdéch komisji A i B, to prze-
wodniczacy komisji C' jest tez przewodniczacym co najmniej jednej
z komisji A, B.

Wyznaczy¢ liczbe mozliwych wyboréw przewodniczacych.

Rozwigzanie

Odpowiedz: n!.

Wskazemy wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé¢ miedzy mozliwymi
wyborami przewodniczacych komisji a sposobami przydzielenia cztonkom sto-
warzyszenia numerdéw 1, 2, ..., n (przy czym réznym czlonkom przydzielone
sa r6zne numery). Tych ostatnich jest oczywiscie tyle samo, ile permutacji
zbioru n-elementowego, czyli n!.

Przypusémy wiec, ze w kazdej komisji wybrano przewodniczacego zgod-
nie z zalozeniami zadania. Przypisujemy cztonkom stowarzyszenia numery
indukcyjnie w nastepujacy sposob:

e Numer 1 otrzymuje przewodniczacy komisji, w sktad ktérej wchodza
wszyscy czltonkowie stowarzyszenia.
e Numer 2 otrzymuje przewodniczacy komisji, w sktad ktérej wchodza

wszyscy cztonkowie stowarzyszenia oprécz cztonka o numerze 1.

e Numer 3 otrzymuje przewodniczacy komisji, w sktad ktérej wchodza

wszyscy czltonkowie stowarzyszenia oprocz cztonkéw o numerach 11 2,
itd. Wykazemy, ze przy takim sposobie przypisania numeréw spelniony jest
nastepujacy warunek:



() Przewodniczacym dowolnej komisji jest ten sposréd jej czlonkéw, ktéd-
remu przydzielony jest najmniejszy numer.
Rzeczywiscie, rozpatrzmy dowolna komisje A i niech k bedzie najmniejszym
z numeréw przypisanych cztonkom tej komisji. Niech B bedzie komisja zto-
zong z wszystkich cztonkéw stowarzyszenia, ktorym przydzielono numery nie
mniejsze niz k. Ze sposobu rozdzielenia numeréw wynika, ze przewodnicza-
cym komisji B jest cztonek o numerze k. Ponadto komisja B jest suma dwdch
komisji: A oraz B\ A. Poniewaz czlonek o numerze k nie nalezy do komisji
B\ A, wiec zgodnie z warunkami zadania musi on by¢ przewodniczacym ko-
misji A.
Okreslilidmy wiec odwzorowanie, ktére wyborowi przewodniczacych ko-
misji przyporzadkowuje sposob przydzielenia cztonkom stowarzyszenia liczb

1, 2, ..., n. Aby dokonczy¢ rozwiazanie zadania, wskazemy teraz odwzorowa-
nie odwrotne.
Mianowicie, jezeli cztonkom stowarzyszenia przypisano liczby 1, 2, ..., n,

to w kazdej komisji wybieramy na przewodniczacego tego jej cztonka, ktory
ma najmniejszy numer (warunek (x) bedzie wiec spelniony). Jezeli komisja
C jest sumg C = AU B dwo6ch komisji A, B i czlonek o numerze k jest prze-
wodniczacym komisji C, to nalezy on do jednej z komisji A, B, w ktorej
jest czlonkiem o najnizszym numerze — a wiec jest jej przewodniczacym.
Widzimy zatem, ze warunek dany w tredci zadania jest spelniony. Wobec
tego jezeli rozpoczniemy od wyboréw przewodniczacych komisji, przyporzad-
kujemy czltonkom stowarzyszenia numery zgodnie z okreslong wczesniej za-
sada, a nastepnie z tych numeréw ,odtworzymy” przewodniczacych komisji,
to otrzymamy wyjéciowy wybdr przewodniczacych. Podobnie jezeli rozdzie-
limy numery czlonkom stowarzyszenia, na ich podstawie wybierzemy prze-
wodniczacych komisji, a potem zgodnie z opisana procedurg indukcyjna przy-
piszemy czlonkom numery, to beda one tozsame z wyjSciowymi numerami.
W takim razie okre$lone odwzorowania sg wzajemnie odwrotne, co konczy
rozwiazanie.

Zadanie 8. Dany jest ostrostup czworokatny ABC DS o podstawie czworokata
wypuktego ABCD. Sfera wpisana w ten ostrostup jest styczna do
$ciany ABC'D w punkcie P. Dowies¢, ze

JAPB+<CPD =180°.

Rozwigzanie

Sposob 1

Oznaczmy przez K, L, M, N punkty stycznosci rozpatrywanej sfery
odpowiednio ze $cianami SDA, SAB, SBC, SCD. Niech ponadto K’, L,
M'’, N’ beda odpowiednio punktami przeciecia prostych SK, SL, SM, SN
z plaszczyzna ABCD.

Z réwnosci KS=SL oraz AK = AL wynika, ze trojkaty AKS i ALS sa

8



przystajace. A zatem
(1) JAKK' =180° — SAKS =180° — XALS = JALL'.
Z kolei z réwnosci K'K = K'P oraz AK = AP wynika, ze tréjkaty AKK’
oraz APK sa przystajace. Wobec tego YAK K’ = JAPK'. Analogicznie do-
wodzimy, ze SALL' = SAPL'.

Laczac ostatnie dwie réwnosci z zaleznoscia (1) uzyskujemy

JAPK' = JAPL =a.

Rozumujac podobnie dostajemy (rys. 2)

IBPL' =4BPM'=3, JCPM'=<4CPN’'=~, <4DPN'=<4DPK'=6.

rys. 2

Wobec tego
20 +28+2v+26 =4K'PL' +<4L'PM' +<SM'PN'+4N'PK’ =360°,
czyli a+ B+~v+6 =180°. Pozostato zauwazyé, ze
JAPB+YCPD = (a+ )+ (y+4)=180°,

co konczy rozwigzanie zadania.

Sposdb 11

Poprowadzmy przez punkt S wszystkie proste, ktére sg styczne do danej
sfery s. Proste te wyznaczaja stozek t, w ktéry wpisana jest sfera s. Czesé
wspolna stozka t oraz ptaszczyzny ABCD jest elipsa e wpisana w czworokat
ABCD, ktérej jednym z ognisk jest punkt P (zob. Szkola geometrii. Odczyty
kaliskie — praca zbiorowa, Warszawa 1993).

Oznaczmy przez K, L, M, N punkty stycznosci elipsy e odpowiednio z
bokami DA, AB, BC, CD (rys. 3). Wowczas (zob. LI Olimpiada Matema-
tyczna, Sprawozdanie Komitetu Glownego, Warszawa 2001, Dodatek B, str.
107, twierdzenie 3) otrzymujemy zaleznosci

JAPK = SAPL, ¥BPL=<YBPM, ¥CPM =<CPN, ¥DPN = IDPK,
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z ktérych analogicznie jak w sposobie I wynika teza zadania.

Zadanie 9. Wyznaczyé najmniejsza liczbe rzeczywista a o nastepujacej wlasno-
$ci:
Dla dowolnych liczb rzeczywistych z, y, z > a spetniajacych warunek
T +y—+z=23 prawdziwa jest nier6wnosé
4 y3 +2°>3.
Rozurgzanie
Odpowiedz a= —5.
W rozwiazaniu wykorzystamy nastepujaca tozsamosc:
3—1\3 3(t+5)(t—1)2
1 t3+2-<> _g OG-
Przypusémy, ze liczba a <1 ma dana w treéci zadania wlasnosé. Liczby

r=a,y=z= %(3—(1) spelniaja warunki x, y, z>a i x+y+2 =3, zatem

3 2
— -1
O<m3+y3+z33:a3+2-<3 a) 73:—3(a—|—5)(a )

2 4
na mocy (1), skad wynika nier6wnosé a > —5.
Wykazemy z kolei, ze liczba a = —5 spelnia warunki zadania. W tym

celu rozpatrzmy takie liczby z, y, z > —b, ze £+ y+ 2z = 3. Bez ograniczenia
ogblnosci przyjmijmy, ze x <y < z. Suma y+ z jest liczbg dodatnia, gdyz
w przeciwnym razie wobec y < z mielibyémy z <y <0, skad wynikaloby, Ze
r+y+z<y+2z<0, co przeczy warunkowi x+y+ z=3. Skoro zas y+z >0,
prawdziwa jest nieréwnosé
3 3_,2 2, .3 2
z 3y’ —yz—yz 4z 3(y—= z
y3+Z3_2(y-2F > 3w —yta—yt 427 3(y—2)(y+ )>0’

skad na podstawie tozsamosci (1) otrzymujemy ostatecznie

4 4
3 3 2
3— 3 5)(z—1
x3+y3+z3>x3+2(y—gz) :x3+2<2x> =3+ (z+ )4(36 ) > 3.
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Zadanie 10. Dana jest liczba pierwsza p. Ciag liczb calkowitych dodatnich a1, as,
as, ... spelnia warunek

(1) an+1:an+p[(’/an] dlan=1,2,3,....

Wykazaé, ze pewien wyraz tego ciggu jest p-ta potega liczby calko-
witej. (Uwaga: Symbol [z] oznacza najwickszg liczbe catkowita nie
przekraczajaca x.)

Rozwigzanie
Zdefiniujmy ciagi liczb catkowitych nieujemnych by, bs, b3, ... oraz ry,
ro, T3, ... W nastepujacy sposob:
b <ay, < (by,+1)P oraz Tn =Gy — P
dla n=1,2,3,.... Inaczej mdéwiac, r, jest réznica miedzy wyrazem a, a naj-

wiecksza nie przekraczajaca tego wyrazu p-ta potega liczby catkowitej. Waru-
nek (1) przepisujemy teraz w postaci
(2) Gpt1 = Gp+pby.

Zauwazmy, ze jezeli r, =0, to a, =bP jest p-ta potega liczby catkowi-
tej. Zadanie bedzie wiec rozwiazane, jesli udowodnimy, ze r, =0 dla pewnej
wartosci n.

Przypusémy, ze wszystkie wyrazy ciagu r1, 72, 73, ... sa liczbami catkowi-
tymi dodatnimi. Niech r,, bedzie najmniejszym wsréd tych wyrazéw. Mamy
wiec ap, =b2 +ry,. Ponadto b,,—1 <b,,, gdyz w przeciwnym razie mieliby$my

_ P D _
"Tm—1=0am—1 _bm_]_ < QAm _bm—l < (07573 —b% =Tm

wbrew okresleniu m. Zauwazmy dalej, ze ay,—1 <(bpm—1+1)P <bP, <a, i wobec
tego zachodzi nieréwnosé

(3) T = G — b0, <, — Qm—1 = pbym—1 < P,
Niech ponadto k> m bedzie najmniejszym wskaznikiem, dla ktérego
by, > by,. Wowezas by, = b1 = ... = b1, wiec na mocy (2) otrzymujemy

Am+1 = 0m +pbma
Am+2 = Am+1 +pbm7

ag = ag—1+pbm
i sumujac stronami dochodzimy do wniosku, ze
(4) Ak = Qm +Ppbm(m—k) =2 4+ pby, (m—k) + 17,
Wykazemy z kolei, ze by, =b,,+1. Istotnie, gdyby zachodzita nieréwnosé
b = by, +2 =bi_1 + 2, mielibySmy ag_1 < (br—1+1)?, ar > (bp_1+2)P oraz

(5) pbr—1=ar —ag—1> (bp—1+2)P — (bp_1 +1)7,
ale piszac t=bp_1+2, y=bip_1+1 mamy x—y=1, x >y >by_1 i widzimy, ze
2P —yP = (z—y) (@ 2 Pyt +yP ) > Ly > pb T > phea.
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Nier6wno$é (5) jest wiec falszywa, co dowodzi réwnosci by, = by, + 1.
Na mocy (4) mozemy zatem napisaé

(bm+1)P +1p =0, + 71 = ap =5, +pby(m—k) 471,
czyli
(6) i =7k = (b +1)? =B, — pbyn(m — k).

Ze wzoru dwumianowego otrzymujemy
P\,p-1 P\ip-2 p
b P-4k = bP bP b 1.
(b +1) . <1> ' +<2> m T +<p—1> m T+

Poniewaz p jest liczba pierwsza, wiec wspotczynniki dwumianowe p sa dla
i

i=1,2,...,p—1 liczbami podzielnymi przez p. Zatem liczba (b, + 1) —bP,
daje reszte 1 z dzielenia przez pb,,. Wobec tego z (6) wynika, ze liczba r,, —r
daje reszte 1 z dzielenia przez pb,,.

W (3) uzyskaliSémy nier6wno$é r,,, < pb,,_1 korzystajac jedynie z tego, ze
bm—1 <b,,. Analogicznie wyprowadzamy z nieréwnosci by _1 <bg, ze ri < pby,.
Liczby 7., 1 ri naleza wiec do przedziatu (0; pb,, ), a réznica r,, —ry daje reszte
1 z dzielenia przez pb,,. Wynika stad, ze r =r,, —1, co przeczy zalozeniu, ze
rm jest najmniejszym wyrazem w ciggu rq, ro, T3, .. ..

To oznacza, ze r, =0 dla pewnego wskaznika n, skad wynika teza.

Zadanie 11. Punkty Py, P», Ps, Py, Ps, Ps, P7 leza odpowiednio na bokach BC,
CA, AB, BC, CA, AB, BC tréjkata ABC, przy czym spelnione sa
TOWNnoscC1
IPP,C=<AP; P3=YP3PyB=<CPyPs=<PsPs A=IBPs; P;=60°.
Dowies¢, ze Py = Px.

Rozwigzanie

Niech o bedzie okregiem opisanym na tréjkacie P PoPs.

7 warunkéw zadania wynika réwnoéé 4Py P, P; =60°. To w polaczeniu
z réwnoécia $ P3Py B=60° dowodzi, ze punkt P, lezy na okregu o, niezaleznie
od tego, czy lezy on na odcinku P;C (rys. 4), czy na odcinku P; B (rys. 5).
Zauwazmy ponadto, iz réwnos¢ P; = P, zachodzi jedynie wtedy, gdy okrag o
jest styczny do boku BC.

Dalej, na mocy zalozen zadania mamy < PsP;Ps; =60° i LAP,P;=60°,
skad wnioskujemy, ze punkt Ps lezy na okregu o, zaréwno wtedy, gdy punkt
Ps lezy na odcinku P,C' (rys. 6), jak i wtedy, gdy lezy on na odcinku P, A
(rys. 7). Tak jak poprzednio, réwno$é P, = Ps oznacza, ze okrag o jest styczny
do boku CA.

12



A P B

rys. 6 rys. 7

Analogicznie dowodzimy, ze punkty Ps i P; leza na okregu o. Wynika
stad, ze punkty Pi, Py, P; leza jednocze$nie na okregu o i na boku BC.
Jezeli okrag ten jest styczny do danego boku, to oczywiscie Py = Py = Ps.
Jezeli natomiast okrag o przecina bok BC' w dwdéch réznych punktach, to
z przeprowadzonego rozumowania otrzymujemy P, # P, i Py # Py, zatem
rownosé P; = P; takze jest spelniona.

Zadanie 12. Dana jest liczba calkowita m > 2. Wyznaczy¢ najmniejsza
taka liczbe catkowita n > m, ze dla kazdego rozbicia zbioru
{m,m+1,...,n} na dwa podzbiory, przynajmniej jeden z tych pod-
zbioréw zawiera takie liczby a, b, ¢ (niekoniecznie r6zne), ze ab=c.

Rozwigzanie
Odpowiedz: n=m>.
Zalézmy, ze istnieje rozbicie zbioru {m,m+1,...,m"} na dwa podzbiory

S1T, z ktérych zaden nie zawiera dwéch liczb (niekoniecznie réznych) wraz
z ich iloczynem. Przypuéémy przy tym, ze m € S. Liczba m? =m -m jest
iloczynem dwéch elementéw zbioru S, zatem musimy mie¢ m? € T'. Stad za
m*=m?2-m? e S. Widzimy, ze m, m* € S, co oznacza, ze liczba m> =m-m?*
nalezy do zbioru T. Z drugiej strony, liczby m, m* sa elementami zbioru S,
wiec liczba m?® nie moze naleze¢ do tego zbioru. Wobec tego m?, m3 € T.

Otrzymali$my zatem m?, m3, m® € T, czyli mamy sprzecznosé.
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7Z drugiej strony, jezeli podzielimy zbiér {m,m+1,...,m>—1} na naste-
pujace dwa podzbiory:

S={m,m+1,....m*=2,m?>—1,m* m*+1,...,.m>—2,m°® -1},
T={m?*m?+1,.... m*—2,m* -1},

to iloczyn dwdch elementéw (niekoniecznie réznych) kazdego z tych podzbio-
row nie jest elementem tego podzbioru. Rzeczywiscie, do zbioru 7' naleza
liczby nie mniejsze od m?, a wiec iloczyn dowolnych dwéch z nich jest réwny
co najmniej m*, zaé najwiekszym elementem tego zbioru jest liczba m* —1.
Z kolei do zbioru S naleza liczby nie mniejsze od m, wiec iloczyn dowolnych
dwéch jest réwny co najmniej m?. Iloczyn ten jest mniejszy od m?*, jezeli
obie liczby sa mniejsze od m?, albo jest réwny przynajmniej m?>, jezeli jedna
z liczb wynosi co najmniej m*, i w obu przypadkach nie nalezy do zbioru S.

Widzimy wiec, ze liczba n=m® — 1 nie spetnia warunkéw zadania. Tym
bardziej liczby n < m® —1 nie speliaja tych warunkéw, wystarczy bowiem
z kazdego ze zbioréw S, T utworzonych dla wartoéci m® —1 usunaé liczby

wieksze od n. Wobec tego szukana najmniejsza wartoécia jest n=m?.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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