LIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego

22 lutego 2008 r. (pierwszy dzien zawoddow)

1. Wyznaczy¢ najwicksza mozliwa dtugosé ciaggu kolejnych liczb
calkowitych, z ktérych kazda mozna przedstawié w postaci z2 4 212
dla pewnych liczb catkowitych z, y.

2. W pieciokacie wypuklym ABCDEFE spelnione sa zaleznosci
JABD =JACE, JACB=4ACD,
JADC = 4ADE, JADB = <SAEC.

Odcinki BD i CFE przecinaja sie w punkcie S. Dowiesé, ze proste AS
i C'D sa prostopadle.

3. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f, okreslone na zbiorze
wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze
dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodzi réwnosé

@) =y) = @)+ f(Fy) = f(=2)+.

Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komoérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.
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4. W kazdym polu kwadratowej tablicy o rozmiarach n x n napi-
sana jest liczba catkowita. Mozemy wielokrotnie wykonywac¢ nastepu-
jaca operacje: Wybieramy dowolne pole tabeli i zmniejszamy wpisana
wen liczbe o liczbe pdl sasiednich (majacych wspélny bok z wybranym
polem), zas$ kazda z liczb wpisanych w pola sasiednie zwigkszamy o 1.

Dla kazdej liczby catkowitej n > 2 rozstrzygnac¢, czy z dowolnej
poczatkowej tabeli, w ktérej suma wszystkich n? liczb jest réwna zeru,
mozna otrzymac tabele sktadajaca sie¢ z samych zer.

5. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC' = BC'. Punkt D lezy na
boku AB tego trojkata, przy czym AD < BD. Punkt E jest symet-
ryczny do punktu A wzgledem prostej C'D. Wykazaé, ze

AC  BE
CD BD-AD’

6. Dana jest liczba calkowita dodatnia n niepodzielna przez 3.
Udowodnié¢, ze istnieje liczba m o nastepujacej wtasnosci: Kazda liczba
catkowita nie mniejsza niz m jest suma cyfr pewnej wielokrotnosci
liczby n.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisaé¢ wytacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisa¢ rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzac na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodow lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.



