LIX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

22 lutego 2008 r. (pierwszy dzien zawoddw)

Zadanie 1. Wyznaczy¢ najwickszg mozliwg dtugosé ciggu kolejnych liczb catko-
witych, z ktérych kazda mozna przedstawié¢ w postaci z° 4 2y* dla
pewnych liczb catkowitych z, y.

Rozwigzanie

Ciag pieciu kolejnych liczb catkowitych —1, 0, 1, 2, 3 spelnia warunki
zadania: istotnie, mamy

—1=(-1%+2-0*, 0=0°42-0°, 1=1%42.0%
2=0%+2-12, 3=1342.12

7 drugiej strony, wéréd dowolnych szesciu kolejnych liczb catkowitych
istnieje liczba, powiedzmy m, ktéra daje reszte 4 lub reszte 6 z dzielenia
przez 8. Liczba m jest parzysta; gdyby wiec istnialo przedstawienie w postaci
m=ax3+2y? dla pewnych liczb catkowitych z, y, to liczba = bylaby parzysta.
Wéwezas jednak uzyskaliby$my podzielnogé 8|x3 i w efekcie liczby m i 2y2
dawalyby te sama reszte (4 lub 6) z dzielenia przez 8. Wobec tego liczba 32
dawalaby reszte 2 lub 3 z dzielenia przez 4. Jest to niemozliwe: réwnosci

(2k)* =4k,  (2k+1)>=4-(K*+k)+1

dowodza, ze kwadrat liczby catkowitej moze dawaé przy dzieleniu przez 4
tylko reszte 0 lub 1.

WykazaliSmy tym samym, ze wéréd dowolnych szesciu kolejnych liczb
catkowitych istnieje liczba, ktérej nie da sie przedstawié w postaci z3 + 2y2.

Odpowiedz: Najwicksza mozliwa dtugo$é takiego ciagu wynosi 5.

Zadanie 2. W pieciokacie wypuklym ABCDE spelnione sg zaleznosci
JABD =<JACE, JACB=<4ACD,

JADC =<4ADE, JADB=<JAEC.
Odcinki BD i CE przecinaja sie¢ w punkcie S. Dowie$é, ze proste AS
i CD sa prostopadte.
Rozwigzanie
7 roéwnosci

JABD =<ACE oraz SADB=<AEC

wynika (rys. 1), ze tréjkaty BAD i CAE sa podobne (cecha kqt-kat-kat).
Podobienstwo tych tréjkatéw pozwala wnioskowaé, ze

BA CA
%:BAC = %:DAE oraz m = ﬂ



Zaleznoéci te dowodza, ze trojkaty BAC
i DAFE sa podobne (cecha bok-kqt-bok).
W konsekwencji otrzymujemy

(1) JABC=9ADE=<ADC.
Ponadto prawdziwa jest zalezno$é
JACB=<4ACD,

ktéra w polaczeniu z réwnoscia (1) im-
plikuje, ze tréjkaty ABC i ADC sg po-
dobne (cecha kqt-kqt-kqt). Maja one jed-
nak wspélny odpowiedni bok AC. Wobec
tego tréjkaty te sa przystajace i symetryczne wzgledem prostej AC. Stad
wniosek, ze proste AC' i BD sa prostopadle.

Analogicznie dowodzimy, ze proste AD i CE sg prostopadle. Zatem S
jest punktem przeciecia wysokosci tréjkata C AD. To oznacza, ze prosta AS
zawiera trzecia wysokos$é tego tréjkata, czyli jest prostopadia do prostej CD.

rys. 1

Zadanie 3. Wyznaczyé wszystkie takie funkcje f, okreslone na zbiorze wszyst-
kich liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczywiste, ze dla
dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodzi réwnosé

(1) f(f@)—y)=f@)+ f(f(y) = f(—2))+a.

Rozwigzanie

Oznaczmy c¢= f(0). Podstawiajac z =y =0 w réwnosci (1) otrzymujemy
zaleznosé¢ f(c) = f(f(0)) =2f(0) =2c. Nastepnie ktadac x =0 1 y = c stwier-
dzamy, ze

c=f0)=f0)+f(f(c)—c)+0=c+ f(2c—c)=c+ f(c)=3c.

Wiynika stad, ze ¢=0, czyli f(0)=0.

Przyjmujac teraz w warunku (1) warto$¢ z =0 widzimy, ze
(2) f=y)=f(f(y)) dla kazdej liczby rzeczywistej y.

Podstawmy z kolei y = f(z) w réwnosci (1). Wéwcezas na mocy wlasnosci (2)
dla dowolnej wartosci  dostajemy zaleznosé

0=/(0)=f(f(z)=f(2))=f(@)+ f(f(f(x)) = f(—2))+2=
=f@)+f(f(=z) = f(=2)+2=f(2)+ f(0) +z=f(z)+z.
Stad f(z)=—=z dla kazdej liczby rzeczywistej x i pozostaje bezposrednio
sprawdzi¢, ze funkcja dana tym wzorem istotnie ma zadane wlasnosci.
Odpowiedz: Jedyna funkcja spelniajaca warunki zadania jest f(z)=—=x.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. W kazdym polu kwadratowej tablicy o rozmiarach m X n napisana
jest liczba calkowita. Mozemy wielokrotnie wykonywaé nastepujaca
operacje: Wybieramy dowolne pole tabeli i zmniejszamy wpisana wen
liczbe o liczbe pdl sasiednich (majacych wspdlny bok z wybranym
polem), za$ kazda z liczb wpisanych w pola sasiednie zwigkszamy
ol.

Dla kazdej liczby catkowitej n > 2 rozstrzygnaé, czy z dowolnej po-
czatkowej tabeli, w ktérej suma wszystkich n? liczb jest réwna zeru,
mozna otrzymad tabele sktadajacg sie z samych zer.

Rozwigzanie

Niech P oznacza przekatna tabeli taczaca jej lewy gorny £ ot <
rog z prawym dolnym rogiem. Udowodnimy, ze w wyniku X[
wykonania opisanej operacji nie zmienia si¢ parzystosé¢ sumy % X = <
liczb znajdujacych sie na przekatnej P (na rys. 2 pola lezace at
na przekatnej P sa zacieniowane). rvs. 2

Dla kazdego pola na przekatnej P liczba pdl sasiednich wynosi 2 albo 4
i zadne z nich nie lezy na przekatnej P. Kazde pole sasiadujace z przekatna P
(na rys. 2 takie pola oznaczone sa krzyzykami) sasiaduje z dokladnie dwoma
polami lezacymi na przekatnej P. Pozostale pola tabeli nie leza na przekat-
nej P i z nig nie sasiaduja. Jezeli wiec suma liczb na przekatnej P przed
wykonaniem operacji wynosila s, to w wyniku jej wykonania suma ta bedzie
rowna s —4, s—2, s lub s+2, czyli jej parzystos¢ nie zmieni sie.

Zatem jedli na poczatku wpiszemy do tabeli liczbe 1 w lewym gérnym
rogu, liczbe —1 w polu lezacym w prawym goérnym rogu oraz liczbe 0 w kazde
z pozostatych pél, to suma wszystkich liczb w tabeli bedzie réwna zeru, ale
po wykonaniu dowolnej iloSci operacji suma liczb lezacych na przekatnej P
bedzie nieparzysta. Wobec tego nie jest mozliwe, by przekatna P, a tym
bardziej — cata tabela, sktadala sie z samych zer.

Odpowiedz: Dla kazdego n > 2 istnieje poczatkowa tabela o sumie liczb
rownej zeru, z ktorej nie mozna otrzymac tabeli zlozonej z samych zer.

Zadanie 5. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC = BC. Punkt D lezy na boku
AB tego trojkata, przy czym AD < BD. Punkt E jest symetryczny
do punktu A wzgledem prostej CD. Wykazaé, ze

AC  BE
CD  BD—-AD’

Rozwigzanie



Oznaczmy przez F' punkt symetryczny
do A wzgledem punktu D (rys. 3). Na mocy |
nieréwnosci AD < BD punkt F znajduje sie
wewnatrz odcinka AB.

Poniewaz AD = DF oraz punkty Ai E
sg symetryczne wzgledem prostej C' D, wiec
stosujac twierdzenie odwrotne do twierdze- -
nia Talesa stwierdzamy, ze CD || FE. Stad A=
w szczegblnosci wynika, ze proste CD i BE
nie sg réwnolegle, zatem przecinaja sie one
w pewnym punkcie G. Ponadto

(1)  IBFE=YBDG=JCDA.

Dalej, zauwazmy, ze CA=CB=CE, punkty A, B i E leza wiec na
okregu o $rodku w punkcie C. Wobec tego otrzymujemy

(2) JABE = 14ACE =4ACD.

Laczac réwnosci (1) i (2) dochodzimy do wniosku, ze trojkaty ACD i EBF
sa podobne (cecha kqt-kqt-kqt). Zatem

AC BE _ BE

CD BF BD-AD’

Zadanie 6. Dana jest liczba calkowita dodatnia m niepodzielna przez 3. Udo-
wodnié, ze istnieje liczba m o nastepujacej wtasnosci: Kazda liczba
calkowita nie mniejsza niz m jest sumg cyfr pewnej wielokrotnosci
liczby n.

Rozwigzanie

Przez liczbe dobrg bedziemy rozumieé takg liczbe catkowita dodatnig,
ktéra jest suma cyfr pewnej wielokrotnosci liczby n.

Zauwazmy przede wszystkim, ze suma dwoch liczb dobrych jest rowniez
liczbg dobra. Rzeczywiscie, niech k1, ko beda wielokrotnosciami liczby n o su-
mach cyfr odpowiednio rownych s1, so. Niech ¢ bedzie takg liczba caltkowita,
ze 10" > ky. Wéwezas liczba k=10 - kq + ko jest wielokrotnoécia liczby n, za$
suma cyfr liczby k jest réwna s1 + sg, gdyz przy dodawaniu liczb 10%-ky i ko
niezerowe cyfry wystepuja na réznych pozycjach.

Liczba n nie jest podzielna przez 3, zatem jej suma cyfr a takze nie jest
podzielna przez 3.

Niech teraz b bedzie taka liczba calkowita, ze 102" > n. Przyjmijmy, ze
kolejnymi cyframi zapisu dziesietnego liczby n sa cyfry cq, ca, ..., cg. Mozemy
oczywiscie przyjaé, ze ¢y #0, gdyz podzielenie liczby n przez 10 nie zmienia
warunkow zadania. Wowczas kolejnymi cyframi zapisu dziesietnego liczby

4



3b _ . : : .
(10 1)n=999...99-n, podzielnej przez n, sa cyfry:
3b
C1, €25 «eey Cp—1,¢0—1,9,9,...,9,9,9—¢1,9—cCo, ..., 9—cp_1, 10 —cy.
—_———
3b—¢

Stad wynika, ze suma cyfr liczby (103b —1)n wynosi 9-3° =3b+2,

UdowodniliSmy zatem, iz liczbami dobrymi sa: liczba a, ktora nie jest
podzielna przez 3, oraz liczba 3¢, gdzie d=b+2.

Wykazemy, ze kazda liczba catkowita nie mniejsza niz a-3? jest dobra.
Wiyniknie stad, ze liczba m =a -3¢ speknia teze zadania.

Niech wiec s> a-3? bedzie dowolna liczbg calkowita. Liczby

(%) s, s—a, s$—2a, ..., s—(3%=1)a

sg wowczas dodatnie. Ponadto zadne dwie z nich nie daja tej samej reszty
z dzielenia przez 3¢ (gdyz podzielnosé 3¢|(s—ia) — (s —ja) = (j —i)a przy
pewnych wskaznikach 0<1,j <3?—1 ze wzgledu na niepodzielnoéé liczby a
przez 3 jest mozliwa tylko wtedy, gdy 3% |j—i, co jednak pocigga i =j). Liczb
wypisanych w ciggu (%) jest 3%, istnieje wiec wéréd nich liczba, ktéra jest
podzielna przez 3%. Niech na przyktad s —va=w-3% Woéwczas v,w >0 oraz

S:a+a+...+a+3d—|—3d+...—|—3d.

v w

Liczby a i 3% sa dobre. Zatem z powyzszego przedstawienia wnioskujemy, ze
liczba s jako suma liczb dobrych réwniez jest dobra, a tego dowodziliSmy.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢é w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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