LIX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

9 kwietnia 2008 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. W pola tablicy rozmiaru n x n wpisane sg liczby 1, 2, ..., n?,

przy czym liczby 1, 2, ..., n znajduja sie w pierwszym wierszu (od
strony lewej do prawej), liczby n+1, n+2, ..., 2n w drugim, itd.
Wybrano n pél tablicy, z ktérych zadne dwa nie lezag w jednym
wierszu ani w jednej kolumnie. Niech a; bedzie liczba znajdujaca sie
w tym wybranym polu, ktére lezy w wierszu o numerze i. Dowies¢, ze
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2. Funkcja f(z,y,z) trzech zmiennych rzeczywistych spelnia dla
dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, e zaleznos¢

F(@,b,¢)+ F(b,c,d)+ f(ed,e) + F(dse,a) + fle,a,b) =a+b+c+de.
Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1, 2, ..., x, (n>5)
prawdziwa jest rownos¢

f(x1,m0,23) + (22,23, 24) +...+ f(2n, 21, 22) =21 + T2 +...+ 2.

3. W pieciokacie wypuklym ABCDE, w ktorym BC = DFE, za-
chodza réwnosci
JABE =4CAB=<4AED —90° oraz JACB=<<ADE.

Dowies¢, ze czworokat BCDE jest rownoleglobokiem.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komoérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.
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4. Kazdy punkt ptlaszczyzny o obu wspoétrzednych catkowitych
pomalowano na biato albo na czarno. Dowie$¢, ze ze zbioru wszystkich
pomalowanych punktéw mozna wybraé nieskonczony podzbior, ktory
ma Srodek symetrii i ktérego wszystkie punkty maja ten sam kolor.

5. Pola wszystkich przekrojow réwnolegtoscianu R ptaszczyznami
przechodzacymi przez $rodki trzech jego krawedzi, z ktérych zadne
dwie nie sg réwnolegle i nie maja punktow wspélnych, sa réwne. Udo-
wodni¢, ze réwnolegloscian R jest prostopadlo$cianem.

6. Niech S bedzie zbiorem wszystkich dodatnich liczb catkowi-
tych, ktére mozna przedstawi¢ w postaci a®+5b% dla pewnych wzgled-
nie pierwszych liczb catkowitych a i b. Niech ponadto p bedzie liczba
pierwsza dajaca reszte 3 z dzielenia przez 4. Wykazaé, ze jezeli pewna
dodatnia wielokrotno$¢ liczby p nalezy do zbioru S, to réwniez liczba 2p
nalezy do zbioru S.

Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podniesé reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komoérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.



