LIX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

9 kwietnia 2008 r. (pierwszy dzieh zawodow)

Zadanie 1. W pola tablicy rozmiaru n x n wpisane sa liczby 1, 2, ..., n?, przy
czym liczby 1, 2, ..., n znajduja sie w pierwszym wierszu (od strony
lewej do prawej), liczby n+1, n+2, ..., 2n w drugim, itd.
Wybrano n pdl tablicy, z ktérych zadne dwa nie leza w jednym wier-
szu ani w jednej kolumnie. Niech a; bedzie liczbg znajdujaca sie w
tym wybranym polu, ktore lezy w wierszu o numerze i. Dowie$¢, ze

2 2 2
i—1+2—2+...+2—n>7%2—n21+1-
Rozwigzanie
Udowodnimy najpierw, ze
(1) a1 +as+...+a, =in(n®+1).
Niech b; oznacza numer kolumny, w ktérej znajduje sie liczba a;. Wowczas
(2) a;=(i—1)n+b; dlai=1,2,...,n.
Z warunkéw zadania wynika, ze ciag (b1,be,...,b,) jest permutacja ciagu

(1,2,...,n). Wobec tego
bi+bo+...+b,=1+2+.. . +n=1In(n+1)
i z uwagi na wzor (2) dowdd zaleznosci (1) sprowadza sie do rachunku
artas+...+a,=0+14+...4(n—1))n+by+bs+...+b, =
=1i(n—1)n*+in(n+1)=in(n®+1).
Korzystajac teraz z réwnosci (1) oraz z nieréwnosci pomiedzy $rednig aryt-
metyczng i harmoniczng otrzymujemy
12 22 32 n2 1 2 2 3 3 3 4 n
-ttt =t —F—F—F—F+—F+—+ .+ — 2=
a1 a9 as (07%% aiq a9 as as as as a4 (07%%
- (1+2+434...+n)?
R L et i
(5 in*(n+1)
Cartastazt...ta,  In(n2+1)
_n(n+1)?2  (n+2)(n?+1)—2

2(n2+1) 2(n2+1)
_ n—+2 1
2 n2+1’

czyli teze zadania.



Zadanie 2. Funkcja f(z,y,z) trzech zmiennych rzeczywistych spelnia dla dowol-
nych liczb rzeczywistych a, b, ¢, d, e zaleznosé

Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych 1, xo, ..., zn (n>5)
prawdziwa jest réwnosé

flxi,zo,23)+ f(z2,23,24) + ...+ f(Tn,x1,22) =1+ T2+ ...+ 2.
Rozwigzanie

Podstawiajac a=b=c=d=e=0 w danym w tresci zadania warunku

dostajemy f(0,0,0)=0.

Niech teraz s, t, u beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Wowczas
Flssts) + F(£,11,0) 4 £ (,0,0)+ £(0,0,5) + F(0,5,8) = s+t 41,
F(0,6,) + F(£,1,0) + £ (1,0,0) + £(0,0,0) + £(0,0,8) = ¢ + .

Odejmujac powyzsze dwie rownosci stronami i wykorzystujac udowodniong
wezesniej réwnosé £(0,0,0) =0 otrzymujemy

(1) f(S,t,U) :S+f(0707t) —f(0,0,8)+f(0,t,U)—f(O,S,t).
Wypisujac réwnosé (1) dla tréjek (s,t,u) = (xg, Tp+1,Tk42) dla k=1,2,....n
(gdzie przyjmujemy 1 =1, Tpy2 =22) 1 sumujac stronami uzyskanych
w ten sposéb n réwnosci dostajemy teze zadania.

Zadanie 3. W pieciokacie wypuklym ABCDE, w ktérym BC = DE, zachodza
réwnosci
JABE =4JCAB=<SAED—-90° oraz JACB=<JADE.
Dowiesé, ze czworokat BCDE jest réwnolegtobokiem.
Rozwigzanie

Z

Zauwazmy przede wszystkim (rys. 1), ze jezeli
punkt I jest érodkiem okregu wpisanego w trojkat
XY Z, to zachodzi réwnosé

JXTY =90°+ 197
Dla dowodu wystarczy zobaczy¢, ze
FIXY =14X, SIYX =14V,

a wiec
SXIY =180°— X — 2 9Y =
=180°—(90° —342)=90°+14Z.
Przechodzimy do rozwiagzania zadania. Oznaczmy
a=JADE =JACB, f=YABE =<4CAB.

Niech o oznacza okrag o srodku w punkcie B styczny do prostej AC (rys. 2).
Niech ponadto styczne do okregu o przechodzace przez punkty A i C' (r6zne

rys. 1
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od prostej AC) przecinaja sie w punkcie F'. Punkt ten lezy po tej samej stronie
prostej AC, co punkt B, gdyz YBAC 4+ YBCA=a+3<90° ze wzgledu na
to, ze a1 90° + (3 sa katami wewnetrznymi tréjkata DEA.

rys. 2

Wowcezas okrag o jest wpisany w trojkat AFC, zatem na mocy poczat-
kowej obserwacji mamy

JFBC=90°+14FAC =90°+3=JAED.

Poniewaz takize $FCB =<JACB=a=<JADE oraz BC = DE, wiec trjkaty
FBC i AED sa przystajace (cecha kaqt-bok-kqt) i jednakowo zorientowane.
To oznacza, ze spelniona jest rownos¢ F'B = AFE. Zauwazmy nastepnie, ze

IBAF=<3BAC =j3=JABE.

W efekcie proste AF' i EB sg rownolegle; wraz z zaleznoscia F'B=AFE daje to,
ze czworokat AF BE jest trapezem réwnoramiennym albo réwnolegtobokiem.

Pierwsza z tych ewentualnosci zachodzi¢ jednak nie moze, gdyz na pod-
stawie spostrzezenia z poczatku rozwiazania oznaczaltaby ona, ze

JAEB=<4EBF =<JEBA+<JABF =(3+90°+a,
skad uzyskaliby$my
90°+3=<9AED > JAEB =90°+3+a,
a to jest oczywista niedorzecznosc.
Zatem czworokat AF BE jest rownoleglobokiem, czyli proste AE 1 BF sa
réwnolegle. To dowodzi, ze tréjkat F'BC powstaje z trojkata AED w wyniku

przesuniecia o wektor EB. Zatem odcinki ED i BC réwniez sa réwnolegle,
a to z uwagi na réwnos¢ ich dlugosci pociaga za sobg teze zadania.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Kazdy punkt ptaszczyzny o obu wspétrzednych catkowitych pomalo-
wano na biato albo na czarno. Dowiesé, ze ze zbioru wszystkich po-
malowanych punktéw mozna wybraé¢ nieskonczony podzbiér, ktéry
ma $rodek symetrii i ktérego wszystkie punkty maja ten sam kolor.

Rozwigzanie

Przypuéémy, ze teza zadania jest falszywa.

Rozpatrzmy symetrie srodkowa wzgledem punktu (0,0). Poniewaz nie
istnieje nieskonczony zbiér symetryczny wzgledem tego punktu i zlozony
z punktow jednego koloru, wiec tylko skonczenie wiele punktéw o obu wspol-
rzednych catkowitych przechodzi przy tej symetrii na punkty tego samego
koloru. Wobec tego istnieje taka liczba catkowita M, ze dla kazdego punktu
o wspélrzednych catkowitych (x,y), przy czym |y| > M, punkty (—z,—y)
i (z,y) maja rézne kolory.

Rozwazajac analogicznie symetrie $rodkowa wzgledem punktu (%,0) Wi-
dzimy, ze istnieje taka liczba catkowita IV, ze dla kazdego punktu o wspol-
rzednych catkowitych (z,y), przy czym |y| > N, punkt (z,y) ma inny kolor
niz jego obraz przez rozpatrywana symetrie, czyli punkt (—z+1,—y).

Przyjmijmy k=max{M, N}+1 i rozpatrzmy dowolna liczbe caltkowita s.
Wéwezas punkt (s,k) przy symetrii wzgledem punktu (0,0) przechodzi na
punkt (—s,—k), ktory jest przeciwnego koloru niz punkt (s,k). Ponadto
punkt (—s,—k) przy symetrii wzgledem punktu (%,0) przechodzi na punkt
(s+1,k), ktéry jest przeciwnego koloru niz punkt (—s,—k). Wobec tego
punkty (s,k) 1 (s+1,k) maja jednakowy kolor. Poniewaz s bylo dowolna liczba
catkowita, wiec wynika stad, ze wszystkie punkty o pierwszej wspolrzedne;j
catkowitej i drugiej wspélrzednej réwnej £ maja ten sam kolor. Jednakze
punkty te tworzg nieskoniczony zbiér, ktorego srodkiem symetrii jest punkt
(0,k). Otrzymana sprzeczno$¢ z zalozeniem nie wprost konczy rozwiazanie.

Zadanie 5. Pola wszystkich przekrojéw réwnolegtoécianu R plaszczyznami prze-
chodzacymi przez srodki trzech jego krawedzi, z ktoérych zadne dwie
nie sa réwnolegle i nie majg punktéw wspdélnych, sg réwne. Udowod-
nié, ze réwnolegtoscian R jest prostopadloscianem.

Rozwigzanie

Przyjmijmy, ze pola wszystkich przekrojow, o ktérych mowa w tresci

zadania, sg réwne S.

Niech ABCD i EFGH beda podstawami réwnolegloscianu R (rys. 3),
niech O bedzie jego srodkiem symetrii i niech I, J, K, L, M, N oznaczaja
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odpowiednio érodki krawedzi AE, EF, FG, GC, CD, DA. Wéwczas nastepu-
jace pary punktéw: Ii L, Ji M, K i N, sasymetryczne wzgledem punktu O.

rys. 3

Plaszczyzna 7 przechodzaca przez punkty I, K, M w przekroju z row-
nolegloscianem R wyznacza figure o polu S. Wykazemy, ze figura ta jest
szesciokat IJKLMN.

Oznaczmy przez ©' plaszczyzne przechodzaca przez punkty I, N, M. Na
mocy twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa mamy NM || AC' || IL.
Prosta NM i punkt I leza w plaszczyznie 7', zatem prosta przechodzaca
przez punkt I i réwnolegla do prostej NM (czyli prosta IL) réwniez lezy
w plaszczyznie 7', Stad wniosek, ze $rodek O odcinka I'L lezy w plaszczyz-
nie 7’. To z kolei oznacza, ze punkty J i K, symetryczne wzgledem punktu O
odpowiednio do punktéw M i N, roéwniez leza w plaszcezyznie 7', Skutkiem
tego punkty I, J, K, L, M, N leza w tej ptaszczyznie; tworzg one wiec ptaski
szesciokat o $rodku symetrii O.

Ponadto ptaszczyzny 7 i #’ majq trzy niewspétliniowe punkty wspdlne:
I, K oraz M. To dowodzi, ze m =m'.

UdowodniliSmy w ten sposéb, ze punkt O jest srodkiem symetrii szescio-
kata IJKLMN o polu S. Zatem czworokat I LM N ma pole réwne %S; jest
on ponadto trapezem, gdyz wykazaliémy wczesniej, ze proste IL i M N sa
rownolegte. Jezeli przez P i @ oznaczymy odpowiednio $rodki krawedzi AB
i BC, to przeprowadzajac analogiczne rozumowanie uzasadniamy, ze czwo-
rokat ILQP jest trapezem o polu %S.

Trapezy ILMN i ILQP maja wiec réwne pola; maja one ponadto
wspolna podstawe I L oraz réwne drugie podstawy (NM = PQ = %AC’). Wy-
nika stad, ze trapezy te maja rowne wysokoéci. Inaczej méwiac, odlegtosci
prostej IL od prostych NM i PQ sa jednakowe.

Jezeli £1, 05 sa réznymi rownolegltymi prostymi w przestrzeni, to kazda
prosta do nich réwnolegla i jednakowo od nich oddalona jest zawarta w plasz-
czyznie II, wzgledem ktérej proste £ i £ sg symetryczne. Plaszczyzna II jest
ponadto prostopadia do ptaszczyzny wyznaczonej przez proste £1 i £o.
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Wobec tego proste AC' i I L, réwnoodlegte od prostych NM i PQ, wyzna-
czaja plaszczyzne prostopadla do plaszczyzny M N PQ. Innymi stowy, ptasz-
czyzna mp zawierajaca rownolegtobok ACGFE jest prostopadia do podstawy
ABCD. Analogicznie wykazujemy, ze plaszczyzna my zawierajaca rownoleglo-
bok BF H D jest prostopadta do podstawy ABCD. Stad wniosek, ze krawedz
plaszczyzn m 1 mo, ktéra jest prosta rownolegla do AE, jest prostopadia do
podstawy ABCD. Otrzymujemy stad réwnosci SEAB = JEAD = 90°.

Podobnie dowodzimy, ze $DAB =90°. Zatem réwnolegloécian R jest
prostopadtoscianiem.

Zadanie 6. Niech S bedzie zbiorem wszystkich dodatnich liczb caltkowitych,
ktére mozna przedstawié w postaci a® +5b% dla pewnych wzglednie
pierwszych liczb catkowitych a i b. Niech ponadto p bedzie liczba
pierwsza dajaca reszte 3 z dzielenia przez 4. Wykazaé, ze jezeli
pewna dodatnia wielokrotnosé liczby p nalezy do zbioru S, to réwniez
liczba 2p nalezy do zbioru S.

Rozwigzanie

Na mocy warunkéw zadania liczba a? +5b° jest podzielna przez p dla
pewnych wzglednie pierwszych liczb catkowitych a i b.

Liczba b nie jest podzielna przez p; w przeciwnym przypadku z podziel-
noéci p|b oraz p|a®+5b% uzyskalibyémy bowiem p|a, wbrew wzglednej pierw-
szodci liczb a 1 b.

Zatem zadna z p—1 liczb: b, 2b, ..., (p—1)b nie jest podzielna przez p.
Ponadto liczby te daja rézne reszty z dzielenia przez p. Istotnie, jezeli mamy
p|ib—jb=(i—7)b dla pewnych wskaznikéw 1<i,j <p—1, to liczba pierwsza p
jest dzielnikiem réznicy ¢ — j, skad wynika, ze i =j. W konsekwencji jedna
z rozpatrywanych liczb daje reszte 1 z dzielenia przez p. Przyjmijmy, ze jest
to liczba kb (dla pewnej wartosci k €{1,2,...,p—1}). Wéwczas mamy

p|k%(a® 4 5b%) = (ak)® + 5(bk)?, czyli p|m?+5, gdzie m=ak.

Niech z oznacza najwigksza liczbg catkowita nie przekraczajaca /p. Roz-
patrzmy zbior reszt z dzielenia liczb 0, m, 2m, ..., zm przez p. Uporzadkujmy
te z+1 reszt w kolejnosci niemalejacej otrzymujac ciag r1 <ro <... < 7rpyq.
Wtedy kazda z z+1 liczb:

To—T1, T3—T2, ..oy Top1—Ts Pp—(Tax1—71)
jest nieujemna, a ich suma wynosi p. Wynika stad, ze przynajmniej jedna
z tych liczb jest nie wicksza niz
2 2
z — 1
N Ca V) S CEa VR
z+1 z+1 z+1
Zatem wéréd liczb ro—r1, r3—ra, ..., r2p1—72, p—(rz41—71) mozna wskazaé
liczbe nie przekraczajaca z. To za$ oznacza, ze pewne dwie rozne liczby,
powiedzmy em i dm (0<¢,d< z), daja przy dzieleniu przez p reszty rézniace
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sie nie wiecej niz o z, albo rézniace sie przynajmniej o p — z. Przyjmijmy
y = |c—d|; wéwczas jedna z liczb ym, —ym daje reszte x < z z dzielenia
przez p. Poniewaz p|m? +5, wiec liczby

2?45y i 2t —mPy? = (z—my)(z+my)

daja taka sama reszte z dzielenia przez p. Jeden z czynnikéw z —my, x+my
jest jednak podzielny przez p. W efekcie p|x? +5y?. Ponadto 0 < < z oraz
0<y <z, cow polaczeniu z nieréwnoscia z < ,/p daje

2% 45y <622 <6(,/p)* = 6p.

Stad wniosek, ze 2%+ 5y? jest jedng z liczb p, 2p, 3p, 4p lub 5p.

Réwnoéé 22 +5y% = p oznaczataby, ze liczba 22 +5y? daje reszte 3 z dzie-
lenia przez 4. To jednak nie jest mozliwe, gdyz liczby 22 i 5y? daja reszty 0
lub 1 z dzielenia przez 4. Zatem z2 4 5y # p. To dowodzi takze, ze nie moga
mieé miejsca réwnosci 22 +5y2 = 4p ani 22+ 5y? = 5p. Pierwsza z tych réw-
nosci oznaczalaby bowiem, ze liczby x i y sa parzyste (w zadnym innym
przypadku liczba 2% +5y? nie jest podzielna przez 4) oraz ($2)2+5(3y)* =p;
druga réwno$é prowadzi natomiast do wniosku, ze 5|2 oraz y*+5(sz)* =p.
W obu przypadkach dochodzimy do sprzecznosci z udowodnionym wczedniej
faktem, ze liczba postaci e? +5f2 jest rézna od p dla dowolnych catkowitych
wartosci e i f.

Stwierdzilismy w ten sposéb, ze x2 +5y% = 2p lub z? +5y% = 3p.

Przypuéémy, ze 2+ 5y? = 3p. Wéwezas liczby x i y nie sa podzielne
przez 3 (w przeciwnym razie mielibySmy 3|z oraz 3|y, jednakze woéwczas
32|22+ 5y% = 3p; co moze si¢ zdarzy¢ jedynie w przypadku p =3, ale wtedy
uzyskujemy nastepujaca sprzeczno$é: 9=3p=1x2+5y?>32+5-32=54). Zmie-
niajac ewentualnie znaki liczb z i y mozemy przyjaé, ze x i y sg liczbami
catkowitymi dajacymi reszte 1 z dzielenia przez 3. Ponadto

18p=6-3p=6(2” +5y°) = (z +5y)* +5(z —y)*.
Liczby x+5y i x—y sa podzielne przez 3; jezeli wiec x+5y=3g oraz x—y=3h,
to z powyzszej réwnosci wnioskujemy, ze 2p = g2+ 5h2.

Ostatecznie udowodniliSmy, ze liczba 2p daje sie przedstawi¢ w postaci
52+ 5t2 dla pewnych liczb catkowitych s i t. Pozostaje zauwazy¢, ze w takiej
sytuacji liczby s i t sa wzglednie pierwsze; gdyby bowiem mialy one wspdlny
dzielnik pierwszy ¢, to uzyskaliby$my ¢? | s> +5t2=2p, co prowadzi do sprzecz-
nosci, gdyz p jest nieparzysta liczbg pierwsza. Zatem dowdd relacji 2p € S jest
zakonczony.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



