LX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (4 wrzeénia 2008 r. — 3 pazdziernika 2008 r.)

1. Na niektorych polach szachownicy rozmiaru m x n ustawiono
wieze. Wiadomo, ze dowolna wieza znajduje si¢ w polu razenia co
najwyzej dwoch innych wiez.

Wyznaczy¢, w zaleznoSci od m, n > 2, najwieksza liczbe wiez na
szachownicy, dla ktorej taka sytuacja jest mozliwa.

2. Dana jest liczba catkowita n>2. Niech rq, r9, 73, ..., r,—1 beda
odpowiednio resztami z dzielenia liczb
1, 142, 14243, ..., 14+2+...+(n—1)
przez n. Znalez¢ wszystkie takie wartosci n, ze ciag (r1,72,73, ..., Tn—1)

jest permutacja ciagu (1,2,3,...,n—1).

3. Okrag wpisany w trojkat ABC' jest styczny do bokéow BC,
CA, AB odpowiednio w punktach D, E, F'. Punkty M, N, J sa odpo-
wiednio Srodkami okregéw wpisanych w tréjkaty AEF, BDF, DEF.
Dowiesé, ze punkty F'i J sa symetryczne wzgledem prostej M N.

4. Udowodni¢, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych
a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé¢

4(Va3b3 + Vb33 +Ve3ad) <4c® + (a+b)3.

Rozwigzania powyzszych zadar (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpéiniej dnia

3 pazdziernika 2008 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

IT seria (4 pazdziernika 2008 r. — 3 listopada 2008 r.)

5. Dla kazdej liczby catkowitej n > 1 wyznaczy¢ najwicksza moz-
liwa liczbe réznych podzbioréw zbioru {1,2,3,...,n} o nastepujacej
wlasnosci: Dowolne dwa z tych podzbioréw albo sa rozlaczne, albo
jeden z nich zawiera si¢ w drugim.

6. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AB = AC'. Na pétprostych
AB™ i AC™ obrano odpowiednio takie punkty K i L lezace poza
bokami trojkata, ze

4-BK-CL=BC?.

Punkt M jest srodkiem boku BC'. Proste KM i LM przecinaja po
raz drugi okrag opisany na tréjkacie AK L odpowiednio w punktach
P i Q. Wykazaé, ze proste PQ) i BC' sa rownolegte.

7. Ciag liczb catkowitych fo, fi, fo, ... jest okreslony przez wa-
runki: fo =0, f1 =1,
fn:fn—l+fn—2 dlan:273547""
Zmnalez¢ wszystkie wielomiany W o wspétczynnikach catkowitych,

majace nastepujaca wlasnos¢: Dla kazdego n=0,1,2,... istnieje taka
liczba catkowita k, ze W (k)= f,.

8. Przekatne podstawy ABCD ostrostupa ABCDS przecinaja
sie pod katem prostym w punkcie H, bedacym spodkiem wysokosci
ostrostupa. Niech K, L, M, N beda rzutami prostokatnymi punktu H
odpowiednio na Sciany ABS, BCS, CDS, DAS. Dowies¢, ze proste
KL, MN i AC sg réwnolegte lub przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzania powyzszych zadar (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpéiniej dnia

3 listopada 2008 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.
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I1T seria (4 listopada 2008 r. — 3 grudnia 2008 r.)

9. Dana jest tablica 2008 x 2008. Dwaj gracze na przemian wyko-
nujg ruchy, z ktérych kazdy polega na wybraniu biatego albo czarnego
pionka i postawieniu go na wybranym wolnym polu. Wygrywa ten, kto-
rego ruch doprowadzil do powstania ciggu 5 kolejnych pionkéw tego
samego koloru w linii pionowej, poziomej lub ukosne;j.

Zbadac¢, czy istnieje strategia dla gracza rozpoczynajacego gre
zapewniajaca mu zwyciestwo.

10. Punkt P jest srodkiem krétszego tuku BC' okregu opisanego
na trojkacie ABC, w ktérym <BAC =60°. Punkt M jest $rodkiem od-
cinka taczacego srodki dwoch okregéw dopisanych do danego tréjkata,
stycznych odpowiednio do bokéw AB i AC. Wykazaé, ze PM =2-BP.

11. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb catkowitych k>m>1 spel-
niona jest nierownos¢
V!

k

W < o

12. Dana jest liczba pierwsza p. Po lewej stronie tablicy napisano
liczby 1, 2, 3, ..., p—1, za$ po prawej stronie liczbe 0. Wykonujemy ciag
p—1 ruchéw, z ktorych kazdy przebiega nastepujaco: Wybieramy jedna
z liczb napisanych po lewej stronie tablicy, dodajemy ja do wszystkich
pozostaltych liczb na tablicy, po czym wymazujemy wybrana liczbe.

Rozstrzygnaé¢, dla jakich wartosci p mozna w kolejnych ruchach
wybiera¢ liczby w taki sposéb, by liczba pozostata na tablicy po wy-
konaniu wszystkich ruchéw byta podzielna przez p.

Rozwigzania powyzszych zadar (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wlasciwego terytorialnie dla szkoly, najpéiniej dnia

3 grudnia 2008 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej

e Dla wojewddztwa pomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk.

e Dla wojewodztwa §laskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Slaskiego, ul. Bankowa 14, 40-005 Katowice.

e Dla wojewddztwa maltopolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Jagiellonskiego, ul. Reymonta 4, 30-059 Krakéw.

e Dla wojewodztw lubelskiego i podkarpackiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki
UMCS, pl. Marii Sktodowskiej-Curie 1, 20-031 Lublin.

e Dla wojewodztw tddzkiego i $wigtokrzyskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i In-
formatyki Uniwersytetu f.6dzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 ¥.6dz.

e Dla wojewddztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Adama Mickiewicza, ul. Umultowska 87, 61-614
Poznan.

e Dla wojewddztw lubuskiego i zachodniopomorskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Uniwersytet Szczecinski,
Instytut Matematyki, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

e Dla wojewddztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki Uniwersytetu Mikotaja Kopernika, ul. Chopina 12/18, 87-100
Torun.

e Dla wojewodztwa mazowieckiego i podlaskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
PAN, ul. Sniadeckich 8, skr. poczt. 21, 00-956 Warszawa 10.

e Dla wojewodztwa dolnoslaskiego i opolskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Po-
litechniki Wroctawskiej, ul. Janiszewskiego 14a, 50-370 Wroctaw.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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