LX Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia pierwszego

(4 wrzesnia 2008 r. — 3 grudnia 2008 r.)

Zadanie 1. Na niektorych polach szachownicy rozmiaru m x n ustawiono wieze.
Wiadomo, ze dowolna wieza znajduje sie¢ w polu razenia co najwyzej
dwoch innych wiez.

Wyznaczyé, w zaleznosci od m, n > 2, najwiekszg liczbe wiez na sza-
chownicy, dla ktérej taka sytuacja jest mozliwa.

Rozwigzanie

Odpowiedz: m~+n wiez.

Udowodnimy najpierw, ze na prostokatnej szachownicy mxn (m,n>1)
mozna ustawi¢ najwyzej m+n wiez tak, by kazda wieza znajdowala sie w polu
razenia nie wiecej niz dwéch innych. Dowdd przeprowadzimy na trzy sposoby.

Sposdb 1

Nazwijmy wiersz zwigzanym, jezeli w wierszu tym ustawiona jest wieza w
znajdujaca sie w polu razenia dwéch innych wiez stojacych w tej samej kolum-
nie, co wieza w. Analogicznie kolumng zwigzang nazywamy kolumne, ktéra
zawiera wieze bedaca w polu razenia dwoch wiez z tego samego wiersza.

Z warunkéw zadania wynika, ze kazda zwiazana linia (wiersz lub ko-
lumna) zawiera dokladnie jedna wieze. Niech s i ¢ oznaczaja odpowiednio
liczbe wierszy i kolumn zwiazanych. Wowczas liczba wszystkich wiez znajdu-
jacych sie w zwiagzanych liniach nie przekracza s+t.

7 drugiej strony, wezmy pod uwage zbior pdl szachownicy nie znajduja-
cych sie¢ w zadnej zwigzanej linii. Pola takie nazwijmy niezwigzanymi. Z okre-
Slenia kolumn zwiazanych wynika, ze w kazdym wierszu najwyzej dwie wieze
rozmieszczone s3 na polach niezwiazanych — moga to bowiem byé tylko
wskrajne” wieze stojace w tym wierszu. Ponadto wszystkie pola niezwiazane
zawarte sa w m — s niezwigzanych wierszach. Zatem liczba wiez znajduja-
cych sie na niezwiazanych polach jest nie wieksza niz 2(m — s). Podobnie
uzasadniamy, ze liczba tych wiez nie przekracza 2(n —t).

Korzystajac z nieréwnosci 2-min{z,y} < z+y stwierdzamy ostatecznie,
ze liczba wszystkich wiez na szachownicy jest nie wieksza niz

s+t+2-min{fm—s,n—t} <s+t+(m—s)+(n—t)=m+n.

Sposob 11

Wezmy pod uwage odcinki brzegowe, czyli boki p6l danej szachownicy
zawarte w jej brzegu. Liczba odcinkéw brzegowych jest réwna 2(m+n).

Wieza stojaca na szachownicy wyznacza cztery odcinki brzegowe: dwa
na goérnym i dolnym koncu zajetej przez nia kolumny oraz dwa na lewym
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i prawym koncu zajetego przez nig wiersza. Odcinek brzegowy wyznaczony
przez wieze znajduje si¢ w polu razenia tej wiezy, jezeli w linii (pionowej badz
poziomej) pomiedzy wieza a odcinkiem nie znajduje sie zadna inna wieza.

Odcinek brzegowy wyznacza jednoznacznie lini¢ (wiersz albo kolumne),
w ktérym musi staé wieza majaca ten odcinek w polu razenia. Jezeli w linii
tej stoja przynajmniej dwie wieze, dany odcinek znajduje sie w polu razenia
tylko jednej z nich, a mianowicie wiezy najblizszej odcinkowi. Kazdy odcinek
brzegowy szachownicy znajduje sie wiec w polu razenia najwyzej jednej wiezy.

7 drugiej strony, zgodnie z warunkami zadania kazda wieza znajduje sie
w polu razenia najwyzej dwéch innych wiez. Oznacza to, ze w polu razenia
dowolnej wiezy znajduja sie przynajmniej dwa odcinki brzegowe. Jak wy-
kazaliSmy wczesniej, odcinki znajdujace sie w polu razenia réznych wiez sa
rézne. Poniewaz za$ liczba odcinkéw brzegowych wynosi 2(m+n), liczba wiez
na szachownicy nie moze przekracza¢ m+n.

Sposob 111

Tym razem zastosujemy indukcje ze wzgledu na wielkosé sumy m+n.

Jezeli przynajmniej jedna z liczb m, n jest rowna 1, to rozpatrywana
teza jest prawdziwa, gdyz liczba wszystkich pdél szachownicy wynosi wéwczas
m+n—1 1 tym bardziej liczba wiez nie moze przekracza¢ m—+n—1.

WeZmy teraz pod uwage szachownice rozmiaru m x n (gdzie m,n > 2)
z t wiezami rozmieszczonymi zgodnie z warunkami zadania.

Przypusémy najpierw, ze w pewnym wierszu znajduja sie przynajmniej
trzy wieze. W wierszu tym znajduja si¢ zatem dwie wieze ,skrajne” oraz co
najmniej jedna wieza ,Srodkowa’”. Niech w oznacza jedna z wiez ,Srodko-
wych”. Wieza w znajduje sie wéwczas w polu razenia dwoch wiez stojacych
w tym samym wierszu, co oznacza, ze w kolumnie K zajetej przez wieze w nie
moga sta¢ zadne inne wieze. Wykreslajac z szachownicy kolumne K otrzy-
mujemy szachownice rozmiaru mx (n—1) z t—1 wiezami spelniajacymi dany
w tresci zadania warunek. Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy wiec

t—1<m+(n—-1)=m+n-—1.
To daje t <m+n, a wiec uzyskaliSmy teze indukcyjna.

Podobne rozumowanie przeprowadzamy, gdy istnieje kolumna zawiera-
jaca przynajmniej trzy wieze.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, gdy w kazdym wierszu i w kazdej
kolumnie znajduja si¢ najwyzej dwie wieze. Wtedy jednak taczna ich liczba
nie przekracza 2-min{m,n} <m-+n.

By zakonczy¢ rozwiazanie, nalezy jeszcze wska- KKK [K[R| X[ X
zaé zadane rozmieszczenie m+n wiez na szachownicy
rozmiaru mxn, gdzie m, n>2. Mozna je uzyska¢ sta-
wiajac wieze na lewym i gérnym brzegu szachownicy

oraz w prawym dolnym rogu (rys. 1).

KKK [ X

rys. 1



Zadante 2. Dana jest liczba calkowita n > 2. Niech 71, r2, 13, ..., Th—1 bedg
odpowiednio resztami z dzielenia liczb

1, 142, 14243, ..., 14+24...+(n—-1)
przez n. Zmalezé wszystkie takie wartosci n, ze ciag (r1,72,...,7n—1)
jest permutacja ciagu (1,2,...,n—1).

Rozwigzanie

Odpowieds: n=2% dla k=1,2,3,....

Wykazemy najpierw, ze potegi dwéjki spetniaja warunki zadania. W tym
celu wystarczy udowodnié, ze jezeli n=2F dla pewnego calkowitego k> 1, to

reszty r1, ro, ..., Th—1 83 parami rézne i zadna z nich nie jest réwna zeru.
Gdyby ktora$ z tych reszt, powiedzmy r,,, byta réwna zeru, to liczba
m(m+1
1424...+m= (2+)

bylaby podzielna przez 2*. Zatem dla pewnej wartoéci m € {1,2,...,2F —1}
iloczyn m(m+1) bylby podzielny przez 251, Lecz jedna z liczb m, m+1 jest
parzysta, a druga — nieparzysta. Stad jedna z nich musiataby by¢ podzielna
przez 2F+1 whrew temu, ze obie te dodatnie liczby nie przekraczaja 2%.
Gdyby z kolei dwie z rozwazanych reszt byly réwne — powiedzmy r; =
Tm, gdzie 1 <I<m<n—1, wéwczas liczba
m(m+1) I(l+1) (m—0)(m+Ii+1)

(124 m) = (1424 ) = e — — o = '

bylaby podzielna przez 2*, a wiec iloczyn (m —1)(m+1+1) bytby podzielny
przez 28+, Suma tych czynnikéw wynosi 2m+1, jest wiec liczba nieparzysta.
Tak jak wczesniej wynika stad, ze jedna z liczb m —1, m+1+1 musi byé
podzielna przez 281, Jednakze liczby | i m sa rézne, dodatnie i mniejsze
od 2%, i podobnie jak poprzednio otrzymujemy sprzecznosé.

Aby dokonczy¢ rozwiazanie zadania, wystarczy dowieéé, ze gdy liczba n
ma nieparzysty dzielnik pierwszy p, to ciag (r1,r2,...,7,—1) nie jest permu-
tacja ciagu (1,2,...,n—1). Zauwazmy w tym celu, ze dla dowolnej liczby
catkowitej dodatniej ¢ liczby

tp(tp—1)
2 ?
tp(tp+1)
2
sg podzielne przez p, gdyz nieparzysty czynnik pierwszy p w liczniku nie
skraca sie z mianownikiem. W zwigzku z tym reszty

1424 .+ (tp—2)+(tp—1) =

142+, . +(tp—1)+tp=

Tpfl, ’I”p, Tgpfl, ’r’gp, T’3p,1, T3p7 ceey T‘n,pfl, ’I“n,p, T'n—1
sa podzielne przez p. Zatem w ciagu (r1,7r2,...,7,—1) €O najmniej 2- % -1
liczb jest podzielnych przez p. W ciagu (1,2,...,n—1) wystepuje za$ jedynie
%— 1 liczb podzielnych przez p. Tak wiec liczba n nie ma zadanej wlasnoéci.
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Zadanie 3. Okrag wpisany w tréjkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB
odpowiednio w punktach D, E, F. Punkty M, N, J sa odpowiednio
$rodkami okregéw wpisanych w tréjkaty AEF, BDF, DEF. Do-
wieéé, ze punkty F' i J sg symetryczne wzgledem prostej M N.

Rozwigzanie

rys. 2

Udowodnimy najpierw, ze punkty M i N sg odpowiednio §rodkami krét-
szych tukow F'E i FD okregu wpisanego w tréjkat ABC.

Rzeczywiscie, niech M’ bedzie srodkiem krétszego tuku F'E tego okregu.
Prosta AC' jest don styczna w punkcie F, zatem (rys. 2)

(1) JAEM' =YEFM'.

Poniewaz punkt M’ jest $rodkiem tuku E'F, wiec trojkat EM'F jest réwno-
ramienny. Wobec tego SEFM’'=<YFEM’, co wraz z réwnoscig (1) dowodzi,
ze punkt M’ lezy na dwusiecznej kata SAEF. Analogicznie dowodzimy, iz
punkt ten lezy na dwusiecznej kata SAFE, wiec pokrywa sie on ze $rodkiem
M okregu wpisanego w trdojkat AEF. Podobnie rozumujemy dla punktu N.

Okrag wpisany w trojkat ABC jest jednoczesnie okregiem opisanym
na trojkacie DEF. Skoro M jest $rodkiem krétszego tuku EF tego okregu,
prosta DM zawiera dwusieczng kata SEDF. Na tej prostej lezy wiec punkt
J, ktory jest érodkiem okregu wpisanego w ten kat. Analogicznie dochodzimy
do wniosku, ze punkt J lezy na prostej EN.

Aby uzasadnié, ze punkty J i F sg symetryczne wzgledem prostej M N,
wystarczy wykazaé, iz tréjkaty M F'N oraz M JN sa przystajace, gdyz bedzie
to oznaczalo, ze sa one symetryczne wzgledem prostej M N. Mamy jednak

YJMN =<DMN =<FMN,
gdzie druga réwnos¢ wynika z tego, ze IV jest érodkiem tuku F'D. Podobnie
dostajemy $JNM=<FNM. Tréjkaty M FN i M JN maja wiec réwne odpo-
wiednie katy oraz wspélny bok M N, zatem sa przystajace (cecha kqt-bok-kat).
Konczy to rozwigzanie zadania.



Zadanie 4. Udowodnié, ze dla dowolnych nieujemnych liczb rzeczywistych a, b, ¢
prawdziwa jest nieréwnosé

4(Va3b3 + Vb33 +Ve3a?) <4+ (a+b)°.

Rozwigzanie
Korzystajac z nieréwnosci x+y > 2,/xy prawdziwej dla dowolnych liczb
nieujemnych z, y otrzymujemy

(a+b)% =a®+b° +3ab(a+b) > a® +b> 4+ 3ab-2Vab = a® + b + 6V a303.
Wobec tego teza zadania wynika z nastepujacego rachunku:
4¢3 4 (a+b)> —4(Va3b3 + Vb33 +V3a3) >
>4 4 a® 403 +6Va3b3 — 4(Va3h3 + V33 +V3a3) =
=4 +a® + 0 +2Va303 —4V3c3 — 4V 3a3 =
=2V 3 Va3 —Vb3)? > 0.

Zadanie 5. Dla kazdej liczby catkowitej n > 1 wyznaczyé najwigksza mozliwa
liczbe réznych podzbioréw zbioru {1,2,3,...,n} o nastepujacej wla-
snosci: Dowolne dwa z tych podzbioréw sg roztaczne lub jeden z nich
zawiera sie¢ w drugim.

Rozwigzanie

Odpowiedz: 2n podzbiorow.

Oznaczmy szukang liczbe podzbioréw przez a,.

Nietrudno spostrzec, ze dla n=1,2,3,... nastepujace 2n podzbioréw
zbioru {1,2,3,...,n} ma dana w tresci zadania wlasnosé:

0, {1}, {2}, {3}, ..., {n}, {1,2}, {1,2,3}, ..., {1,2,3,...,n}.
Rzeczywiscie, dowolny z pierwszych n+1 zbioréw ma najwyzej jeden element,
zatem zawiera sie w kazdym zbiorze, z ktérym nie jest roztaczny. Natomiast
dla dowolnych dwoéch sposréd pozostatych n—1 zbioréw ten zbiér, ktéry
W powyzszym ciagu jest wypisany wczesniej, zawiera sie w drugim zbiorze.

Udowodnilismy w ten sposéb, ze

(1) an =2n dlan=1,2,3,....

Z drugiej strony, niech By, Bs, ..., B; beda réznymi podzbiorami zbioru
{1,2,...,m} o wlasnoéci opisanej w treéci zadania. Jezeli wéréd wypisanych
podzbioréw nie wystepuje zbiér {1,2,...,m}, to mozemy go dopisa¢ zwigksza-
jac o 1 liczbe tych podzbioréw i nie naruszajac prawdziwosci postulowanego
warunku. Przyjmijmy wiec, ze By ={1,2,...,m}.

Sposrod zbioréw By, Bs, ..., Bi—1 wybierzmy ten, ktéry ma najwiecej
elementéw. Dla ustalenia uwagi niech bedzie to B; i niech d oznacza liczbe
jego elementéw. Wowcezas d < n. Ponadto réwnoéé d =0 oznacza, ze By jest
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zbiorem pustym, co z uwagi na wybor zbioru B; jest mozliwe jedynie wtedy,
gdy t =2. W dalszej czgsci rozumowania przyjmujemy wiec, ze 0 < d < n.

Na mocy okreslenia zbioru By kazdy ze zbioréw B; (i=1,2,...,t—1)
albo jest podzbiorem zbioru B;, albo tez jest z nim rozlaczny. Dokonujac
przenumerowania mozemy zatozyé, iz zbiory By, Bs, ..., B, sa podzbiorami
zbioru By, natomiast zbiory B,i1, Brio, ..., Bi_1 sa rozlaczne z B;.

Zbiory Bi, Bs, ..., B, s3 réoznymi podzbiorami d-elementowego zbioru
By, z ktérych dowolne dwa albo sg roztaczne, albo jeden zawiera sie w drugim.
Wynika stad nier6wnosé r <agq. Wéréd t—r—1 zbioréw B,11, Brio, ..., Bi—1
dowolne dwa albo sa roztaczne, albo jeden zawiera si¢ w drugim, przy czym
sa one podzbiorami (m—d)-elementowego zbioru {1,2,...,m}\ By, a ponadto
nie wystepuje wsréd nich zbiér pusty, jest on bowiem podzbiorem B;p. Stad
otrzymujemy t—r —1< a,,_q—1 i w konsekwencji

t=r+(t—r—1)+1<ag+(am-a—1)+1=ag+am—q.
Skutkiem tego liczba podzbioréw zbioru {1,2,...,m} o zadanej wlasnosci nie

przekracza liczby aq+ apm_gd.
WykazalisSmy zatem, ze a,, nie przekracza najwiekszej z liczb
aq~+ Qm—dg dlad=1,2,...,m—1.
Jezeli wiec w nieréwnosci (1) réwnos$é ma miejsce dla n=1,2,....m—1, to
ma ona miejsce rowniez dla n=m. Skoro dla n =1 nieréwnosé¢ (1) staje sie
rownoscia, stosujac indukcje stwierdzamy ostatecznie, ze

an=2n dlan=1,2,3,....

Zadanie 6. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AB = AC. Na poélprostych AB™
i AC™ obrano odpowiednio takie punkty K i L lezace poza bokami
tréjkata, ze
(1) 4-BK-CL=BC*.

Punkt M jest srodkiem boku BC. Proste KM i LM przecinajg po
raz drugi okrag opisany na tréjkacie AK L odpowiednio w punktach
P i Q. Wykazaé, ze proste PQ i BC sg réwnolegle.
Rozwigzanie
Na mocy zaleznosci (1) mamy (rys. 3)
@) BM  BC 2.CL C(CL
BK 2-BK BC CM’

Ponadto z zalozen zadania wynika, ze tréjkat BAC' jest réwnoramienny, skad

uzyskujemy réwnosé katéw S K BM =< MCL. Wraz z warunkiem (2) oznacza

to, ze tréjkaty KBM i MCL sa podobne (cecha bok-kqt-bok). Korzystajac

z tego podobienstwa otrzymujemy

(3) IKML=180°~<¥BMK —<LMC=180°~<BMK—-<MKB=<KBM
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rys. 3

oraz
. KM KB KB

@ ML MC BM’

Zaleznosci (3) i (4) dowodza, ze trojkaty KM L i KBM sa podobne (cecha
bok-kqt-bok), co implikuje réwnosé

(5) IBMK = IMLK.
7 drugiej strony rownosé¢ katéw wpisanych opartych na tym samym tuku daje
(6) IMLK =<4QLK = SQPK.

Laczac zaleznosci (5) i (6) stwierdzamy, ze $BMK = JQPK, skad wprost
wynika réwnolegtosé prostych BC i PQ.

Zadanie 7. Ciag liczb catkowitych fo, fi, fa, ... jest okreslony przez warunki:
fo=0, fi=1,
(].) fn=Ffn-1+ fn—2 dlan=2,3,4,....
Znalez¢ wszystkie wielomiany W o wspoétczynnikach catkowitych,
majace nastepujaca wlasnoéé: Dla kazdego n=0,1,2,... istnieje taka
liczba catkowita k, ze W (k) = fn.

Rozwigzanie

Odpowiedz: W (x) =cx+c, gdzie € € {—1,1} oraz c jest liczba calkowita.

Skorzystamy wielokrotnie z nastepujacego faktu: jezeli F' jest wielomia-
nem o wspdélczynnikach catkowitych, to dla dowolnych réznych liczb catko-
witych u, v spelniona jest podzielnosé¢ u—v|F(u)—F(v).

Dla dowodu tego faktu wystarczy zauwazy¢, ze jezeli F'(x) jest suma
jednomianéw postaci a,,z"", gdzie wspotczynniki a,, sa catkowite, to réznica
F(u)— F(v) jest suma wyrazen postaci a,,(u™ —v™), a kazda liczba postaci
u™ —ov™ jest podzielna przez u—wv.

Ponadto bedziemy stosowaé nastepujace wilasnoéci ciagu fo, f1, f2, -..:
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1. Liczby fi1, f2, fs3, --. sa dodatnie.

2. Ciag fa, fs, f4, ... jest Scidle rosnacy.

3. Dlan=2,3,4,... zachodzi nieréwnos¢ f,,_1 > %fn

4. Dla n=4,5,6,... zachodzi nieré6wnos¢ f 11 <3fn_1.

Rzeczywiscie, wlasnosé 1. jest oczywista i pociaga za soba wlasnosé 2.,
gdyz dla n >3 mamy f,_2>0, co daje fr, = fn_1+ fn_2> fn_1. Wreszcie
wlasnosci 3. i 4. wynikaja z wlasnosci 2., na mocy wzoru (1) mamy bowiem
2fn—1 > fn—l +fn—2 = fn dla n>2 oraz

Jor1=fotfo1=2fn 1+ fa2<2fn1t+fn-1=3fn1 dlan>4.

Przechodzimy do zasadniczej czedci rozwiazania.

Niech W bedzie wielomianem spelniajacym warunki zadania. Istnieje
wiec liczba catkowita a, dla ktorej W(a)= fo =0, oraz liczba caltkowita b,
dla ktérej W (b) = f; =1. Na podstawie sformutowanego wyzej faktu réznica
W(b)—W (a)=1 jest podzielna przez b—a. Stad wniosek, ze b—a==+1, czyli
b=a+e, gdzie e € {1,—1}. W tej sytuacji wielomian P okre$lony wzorem
(2) P(z)=W(a+ex)
spelnia zaleznosci P(0) =W (a)=01 P(1)=W(a+¢) =W (b) =1. Nietrudno
ponadto spostrzec, ze zbiory wartoéci wielomianéw W i P przyjmowanych dla
catkowitych argumentow sa réwne. Innymi stowy, dla kazdego n=0,1,2,...
istnieje taka liczba catkowita k, ze P(k)= fy.

Niech d i e beda takimi liczbami catkowitymi, ze P(d) = f3 =2 oraz
P(e) = f1=3. Wowczas

d—1|P(d)—P(1)=2-1=1, skad d € {0,2};
warto$é¢ d =0 wykluczamy, gdyz P(0) =0 # 2. Zatem d = 2; podobnie
e—2|P(e)—P(2)=3-2=1, skad e€{1,3}

i w efekcie e =3. Doszlidmy w ten sposéb do wniosku, ze

(3) P(k)=k dla k=0,1,2,3.

Wykazemy przez indukcje, ze
(4) P(fn)=1fn dlan=0,1,2,....

Prawdziwos$é¢ zwiazku (4) dla n <4 wynika wprost z relacji (3). Przyj-
mijmy z kolei, iz réwno$é (4) jest spelniona dla n=0,1,...,m, gdzie m > 4;

nalezy dowiesé, ze P(fm+1)= fm+1-

Na podstawie zalozen zadania istnieje liczba caltkowita k, dla ktérej
P(k)= fim+1. Przypusémy najpierw, ze k < f,,_1; na mocy wlasnosci 3. uza-
sadnionej na poczatku rozwiazania oraz nieréwnosci m—1 > 2 mamy wtedy

fm_k>fm_fm—1 :fm—2 > %fm—l,

a ponadto ma miejsce podzielno$é
fm_k|P(fm)_P(k) :fm_fm+1 =—fm-1.
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Liczba f,, —k jest wiec dzielnikiem liczby f,,—1 wiekszym od jej polowy, co
implikuje réwnosé¢ f,, —k = fin_1. Wowczas jednak k= f,, — frn_1 = fin—2,
co nie jest mozliwe, gdyz zalozenie indukcyjne orzeka, ze P(fm—2) = fm—2,
natomiast P(k)= fy41.

Udowodnilismy tym samym, ze k > f,,_1. Poniewaz na mocy wtasnosci
4. oraz warunku m > 4 dostajemy

fm+1 :fm+fm—1 :2fm—1 +fm—2 <3fm—17

wiec nieréwno$¢ k > f,,_1 pociaga za soba nieréwnosé¢ k > % fma1. Z drugiej
strony, spelniona jest podzielnosé

k=k—0[P(k)—=P(0) = frn41 —0= fin1.
W konsekwencji liczba k jest dzielnikiem liczby f,,41 wiekszym od jej jednej
trzeciej. Zatem k= f,,+1 lub k= % fm—+1. Pierwszy przypadek prowadzi do

wniosku, ze P(fm+1) = fm+1, co jest tozsame z teza indukcyjna. Natomiast
drugi przypadek jest niemozliwy: wynikatoby zen bowiem, ze k=1 lub

k=1=35fmi1 =1 P(k) = P(1) = frni1 = 1=2(5fmi1 — 1) +1=2(k=1)+1,

a zatem k—1]1, czyli k<2. W rezultacie f,,11 =2k <4< f5, co przeczy
zatozeniu m > 4.

To konczy rozumowanie indukcyjne.

Udowodniona wiasnie zaleznosé (4) wraz z wlasnoscia 2. pozwala stwier-
dzié, ze réwno$é¢ P(x) = x zachodzi dla nieskonczenie wielu liczb caltkowi-
tych x. Skoro P jest wielomianem, réwnos¢ ta jest prawdziwa dla kazdej
liczby rzeczywistej z. Uwzgledniajac réwnosé (2) dostajemy teraz

(5) W(z)=¢e(x—a)

dla kazdej liczby rzeczywistej x, gdzie e € {—1,1} oraz a jest liczba calkowita.
By zakonczy¢ rozwiazanie, pozostaje juz tylko spostrzec, ze kazdy wie-
lomian postaci (5) ma zadana wlasnosé.

Zadanie 8. Przekatne podstawy ABCD ostrostupa ABC DS przecinajg sie pod
katem prostym w punkcie H, bedacym spodkiem wysokoéci ostro-
stupa. Niech K, L, M, N beda rzutami prostokatnymi punktu H
odpowiednio na $ciany ABS, BCS, CDS, DAS. Dowie$é, ze proste
KL, MN i AC s3 rownolegte lub przecinajg sie w jednym punkcie.
Rozwigzanie
Na poczatku wykazemy, ze proste KL i AC leza w jednej ptaszczyznie.
7 zatozen zadania wynika, ze proste AC, BD i HS sa wzajemnie prosto-
padte. Oznacza to, ze dowolna prosta zawarta w plaszczyZnie wyznaczonej
przez dwie z tych prostych jest prostopadia do trzeciej. W szczegdélnosci pro-
sta SB jest prostopadta do prostej AC i wobec tego istnieje plaszczyzna w
przechodzaca przez prosta AC' i prostopadla do prostej SB.
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Poniewaz prosta SB jest zawarta w plaszczyznach ABS i BCS, wiec
plaszczyzna 7w jest prostopadia do obu tych plaszczyzn. Wynika stad, ze
prosta H K, ktora jest prostopadla do plaszczyzny ABS, jest réwnolegla do
plaszczyzny m, a wobec relacji H € m jest w tej plaszczyZnie zawarta. To
oznacza, ze punkt K lezy w ptaszczyznie w. Podobnie uzasadniamy, ze L € 7.
Zatem proste KL 1 AC sa zawarte w plaszczyznie m (rys. 4).

rys. 4

Niech G oznacza punkt wspoélny plaszczyzny w i prostej SB. Wéwczas
HK 1 AG, HL1CG oraz GH 1 AC.

Punkty K i L leza wiec na okregu o o $rednicy GH, stycznym do prostej AC'.

Zauwazmy teraz, ze proste KL i AC sg réwnolegle wtedy i tylko wtedy,
gdy KL 1 GH. Ale punkty K i L lezg na okregu o érednicy GH, wiec wa-
runek KL | GH jest rownowazny temu, ze trojkaty GKH i GLH sa syme-
tryczne wzgledem prostej GH. To z kolei ma miejsce wtedy i tylko wtedy,
gdy JAGH = 4CGH, co jest réwnoznaczne z réwnoramiennoécig trojkata
AGC, a wiec z tym, ze punkt H jest érodkiem odcinka AC.

Przyjmijmy zatem, ze punkt H nie jest srodkiem odcinka AC. Dalsza
czesé rozumowania rozgrywa sie w plaszezyznie 7 (rys. 5). Dokohczymy roz-
wigzanie zadania dwoma sposobami.
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Sposdb 1
Niech E oznacza punkt przeciecia prostych KL i AC. Z twierdzenia
o siecznej i stycznej zastosowanego do okregu o uzyskujemy wéwczas

(1) FEH?=EK-FEL.

7 drugiej strony, podobienstwo tréjkatéw prostokatnych GKH i GH A daje
GK GH i 5

(2) GiH = ﬂ’ Cth GK GA = GH 5

zad z podobienstwa trdjkatéow prostokatnych GLH i GHC dostajemy
GL GH

3 —— = li GL-GC=GH?.

®) GH _ Go M

Poréwnujac stronami réwnosci (2) i (3) stwierdzamy, ze
GK-GA=GL-GC.
To dowodzi, ze punkty A, K, L, C leza na jednym okregu, co implikuje, ze

(4) EK-EL=EA EC,
Laczac teraz zaleznosci (1) i (4) otrzymujemy warunek
(5) EH?*=FA-EC.

Punkt F na prostej AC' jest okreslony jednoznacznie przez réwnosé (5).
Wprowadzajac bowiem na prostej AC strukture osi liczbowej i przyjmujac,
ze punktowi X odpowiada liczba z, zapisujemy warunek (5) w postaci

(6) (e—h)*=(e—a)(e~o),
czyli (a+c—2h)e=ac—h?; skoro za$ punkt H nie jest $rodkiem odcinka AC,

mamy a+c—2h#0 i w efekcie istnieje dokladnie jedna liczba rzeczywista e
spelniajaca réwnanie (6).

Sposdb 11
Pozostajac przy oznaczeniach rys. 5 oraz stosujac twierdzenie Mene-
lausa (zob. L Olimpiada Matematyczna, Sprawozdanie Komitetu Glownego,
Warszawa 2000, Dodatek H, str. 122) do tréjkata ACG przecigtego prosta
przechodzaca przez punkty E, L, K uzyskujemy réwnosé
AEF AK GL AK KH GL LH

(7) EC KG LC KH KG LH LC’
11



Ponadto podobienstwo tréjkatéw prostokatnych AKH, HKG i AHG po-
zwala wnioskowad, ze
(8) AK _ KH _ AH

KH KG GH’
za$ podobienstwo trojkatéw prostokatnych GLH, HLC i GHC daje
. GL_LH_GH

LH LC CH
Laczac zaleznosci (7), (8) i (9) widzimy, ze

AE AH AH GH GH (AH\’

EC_GH’GHIHfCH_<CH>
Podobnie jak w sposobie I réwnos$é (10) pozwala stwierdzié¢, ze punkt F na

prostej AC' jest wyznaczony jednoznacznie. Odpowiednikiem réwnania (6)
bedzie w tym przypadku réwnanie

e—a (AH 2
e—c <C’H> ’
ktore ma doktadnie jedno rozwiazanie rzeczywiste e wobec faktu, ze jego
prawa strona jest rézna od 1, jako ze punkt H nie jest érodkiem odcinka AC'.

(10)

Przeprowadzajac analogiczne rozumowanie dla prostej M N dochodzimy
ostatecznie do nastepujacego wniosku: Proste KL, MN i AC
e sa rownolegle, jezeli punkt H jest srodkiem odcinka AC'
e przecinaja sie w punkcie F lezacym na prostej AC' i wyznaczonym przez
warunek EH? = FA-EC (wynikajacy ze sposobu I), badZ tez przez réw-
nowazny warunek

AL _(d1ry:
EC \CH

(wynikajacy ze sposobu II), jezeli punkt H nie jest Srodkiem odcinka AC.

Zadanie 9. Dana jest tablica 2008 x 2008. Dwaj gracze na przemian wykonuja
ruchy, z ktérych kazdy polega na wybraniu biatego albo czarnego
pionka i postawieniu go na wybranym wolnym polu. Wygrywa ten,
ktérego ruch doprowadzit do powstania ciggu 5 kolejnych pionkdw
tego samego koloru w linii pionowej, poziomej lub ukosne;j.

Zbadaé, czy istnieje strategia dla gracza rozpoczynajacego gre za-
pewniajaca mu zwyciestwo.

Rozwigzanie

OdpowiedZ: Nie istnieje.

Wskazemy strategie gry dla gracza nie rozpoczynajacego (zwanego w dal-
szej czesci rozwiazania drugim graczem), ktéra uniemozliwi graczowi rozpo-
czynajacemu (pierwszemu) zwyciestwo.
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Strategie te mozna opisaé nastepujaco: Jezeli drugi gracz moze wykonaé
ruch prowadzacy do powstania ciggu 5 kolejnych pionkéw tego samego koloru
w jednej linii, wykonuje on taki ruch i wygrywa gre. W przeciwnym razie drugi
gracz stawia pionek na polu symetrycznym wzgledem $rodka szachownicy do
pola, ktére przed chwila zajal pierwszy gracz, i w kolorze przeciwnym niz
pionek postawiony wlasnie przez pierwszego gracza.

Rozmiary szachownicy sg liczbami parzystymi, wiec pole symetryczne
wzgledem jej srodka do danego pola jest innym polem. Opisana strategia jest
zatem poprawnie okreslona: po kazdym ruchu drugiego gracza dowolna para
pol szachownicy symetrycznych wzgledem jej srodka sktada sie albo z dwdch
wolnych, albo z dwbch zajetych pdl, wobec czego po ruchu pierwszego gracza
pole symetryczne do pola przezen zajetego jest wolne.

Wykazemy, ze nie jest mozliwe, by przy takiej strategii drugiego gracza
gracz rozpoczynajacy méglt odniesé zwycigstwo.

Przypusémy przeciwnie, ze pewien ruch pierwszego gracza zapewnilt mu
zwyciestwo. Rozpatrzmy pozycje na szachownicy przed wykonaniem tego ru-
chu. Jak wykazaliémy, w tej pozycji dowolne pole jest zajete przez pionek
wtedy i tylko wtedy, gdy pole don symetryczne jest zajete przez pionek prze-
ciwnego koloru. Zatem ukladowi 4 pionkéw jednego koloru k, ktéry pierw-
szy gracz przez postawienie pionka na polu P powiekszyl do wygrywajacego
uktadu 5 kolejnych pionkéw koloru k£ w jednej linii, odpowiada w tej pozycji
uklad 4 pionkéw koloru k’ przeciwnego do k, a przy tym pole P’ symetryczne
do pola P jest wolne. Wéwczas jednak, zgodnie z opisang strategia, ostatni
ruch drugiego gracza powinien polega¢ na postawieniu na polu P’ pionka
w kolorze k’, co prowadzi do powstania ciggu 5 kolejnych pionkéw koloru &’
w jednej linii, i w konsekwencji do wygranej drugiego gracza — wbrew zalo-
zeniu, ze zwyciestwo odnidst pierwszy gracz wykonujac kolejny ruch.

Uzyskana sprzecznosé¢ dowodzi, ze przy takiej strategii drugiego gracza
gracz rozpoczynajacy nie moze zapewni¢ sobie zwyciestwa w grze.

Zadanie 10. Punkt P jest srodkiem krétszego tuku BC' okregu opisanego na tréj-
kacie ABC, w ktérym <BAC =60°. Punkt M jest érodkiem odcinka
taczacego srodki dwoch okregdéw dopisanych do danego tréjkata,
stycznych odpowiednio do bokéw AB i AC. Wykazaé, ze
PM=2-BP.

(Uwaga: Okrag dopisany do tréjkata to okrag styczny do jednego
z bokéw trojkata oraz do przedtuzenn dwéch pozostatych bokéw.)
Rozwigzanie
Niech O; i Oy oznaczaja $rodki okregdéw dopisanych do tréjkata ABC
stycznych odpowiednio do bokéw AC i AB, niech I bedzie srodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC oraz niech D i F beda odpowiednio punktami,
w ktorych proste BI i C'I przecinajg po raz drugi okrag o opisany na trojkacie
ABC (rys. 6).
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Wéwezas zachodzi réwnosé DI = DC' (zob. LI Olimpiada Matematyczna,
Sprawozdanie Komitetu Gldwnego, Warszawa 2001, Dodatek E, str. 113), za$
z drugiej strony kat JICO; jest prosty, gdyz proste CI i CO; zawieraja
dwusieczne katéw odpowiednio wewnetrznego i zewnetrznego trdjkata ABC
przy wierzchotku C'. Wynika stad, ze punkt D jest srodkiem okregu o srednicy
10, opisanego na tréjkacie prostokatnym ICO;. W szczegdlnosci I D= DO;.
Podobnie dowodzimy, ze EI =EB oraz I[FE = FEO,.

rys. 6

Niech M’ oznacza drugi punkt przeciecia prostej 0102 z okregiem o.
(Jezeli prosta ta jest styczna do okregu o w punkcie A, to przyjmujemy
M’ = A.) Udowodnimy, ze punkty M’ i M pokrywaja sie.

Punkty A, I, P leza na dwusiecznej kata wewnetrznego trojkata ABC
przy wierzchotku A, a punkty Oy, A, M’, O — na dwusiecznej kata zewnetrz-
nego przy tym wierzchotku. Dwusieczne te sg prostopadle, zatem kat <M’ AP
jest prosty. W efekcie odcinek M’P jest $rednica okregu o. (Nietrudno spo-
strzec, iz stwierdzenie to zachowuje moc w przypadku, gdy M’ = A.)

Punkt P jest $rodkiem krotszego tuku BC okregu o, wiec punkt M’ jest
srodkiem dluzszego tuku BC' tego okregu. Ponadto krétsze tuki CD i DA
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maja jednakowe dlugoséci (z uwagi na to, ze punkt D lezy na dwusiecznej
kata $ABC) i analogicznie krétsze tuki AE i AB maja jednakowe dtugodci.
Te cztery tuki okregu o tworza tacznie dhuzszy tuk BC, ktérego srodkiem
jest punkt M’. Stad wniosek, ze krétsze tuki BE i M'D maja réwne dlugo-
$ci oraz krétsze tuki CD 1 M'E maja jednakowe dlugosci. W konsekwencji
M'D=FEB=FI oraz M'E=DC = DI, czyli czworokat EIDM’ jest réwno-
legtobokiem. Poniewaz punkty D i F sa odpowiednio srodkami bokéw 104
i 105 tréjkata 10,04, wiec punkt M’ jest srodkiem trzeciego boku O10-.
UzyskaliSmy w ten sposéb réwnos$é M’ = M.

Pozostaje zauwazy¢, ze skoro odcinek PM jest Srednicg okregu o, to
trojkat BPM ma kat prosty przy wierzchotku B; poniewaz za$

YBMP =<4BAP = %%(BAC' =30°,
wiec trojkat BPM jest potows tréjkata rownobocznego o boku PM i wyso-
kosci M B. Stad bezposrednio uzyskujemy zadang réwnos¢é PM =2-BP.

Zadanie 11. Udowodnié, ze dla dowolnych liczb catkowitych k >m > 1 spelniona
jest nieréwnosé
k!

k
e < m

Rozwigzanie
Dang do udowodnienia nieréwnos¢ mozemy przepisa¢ w postaci
Vel /ml
% S Tm
Zatem teza zadania sprowadza sie do wykazania, ze ciag (a,) dany wzorem
= Vn! /n jest Scisle malejacy. Innymi stowy, wystarczy dowiesé nieréwnosci

" (n+1)!
(1) \ﬁ dl
n+1
Dalsze rozumowanie przeprowadmmy dwoma sposobami.

gdzie k >m.

an=1,2.3,....

Sposob 1
Ustalmy liczbe t=1,2,...,n i zastosujmy nieréwno$¢ pomiedzy srednia
arytmetyczng a Srednig geometryczng do nastepujacych n liczb:
(2) t+1 t+1 t+1 t t t
n+1" n+1" 77 n+1" n+1" n+1" 7777 n+l]
t liczb n—t liczb
Srednia arytmetyczna tych liczb jest réwna
1/, t+1 t N _ 1 tP+ttnt— t(l+n) t
=t +(n—t)- = =—,
n\ n+1l n+l) n n+1 n(n+1) n
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natomiast Srednia geometryczna wynosi

n t+1)t( t >”—t 1 \/7 t oo (t+1)
— ] — =——V({t+1)Hnt=—— :
\/<n+1 n+1 n+1 (t+1) n+1 tt

Na podstawie nieréwnosci pomiedzy $rednimi uzyskujemy stad zaleznosci
t t t+1)¢

®) S pan
n- n+l 13

Mnozac stronami wszystkie nieréwnosci (3) dochodzimy do wniosku, ze

dlat=1,2,...,n.

nl 1 2 n 1 2 n gnf2b 32 43 (n+1)"
n non n n+l n+l T on41 1 22 3387 pn
n! o/ (n+1)m  (n+1)!

(n+1)m V12300 (nt1)n ¥nl
Wyciagajac teraz pierwiastek stopnia n otrzymujemy

A Vnl Yt
(4) n = n+l S/l

i widzimy, ze aby z udowodnionej wlasnie nier6wnosci (4) wywnioskowaé
zalezno$é (1), wystarczy sprawdzié, ze

(5) Vit )> Y (1)l WVal

Podnoszac stronami zaleznosé (5) do potegi n® +n? i wykonujac przeksztal-
cenia otrzymujemy nastepujace jej postaci rownowazne:
(R4 D)W > (1)1 (nl)" 1,
(n+1)1" > ()™,
(n+1)"-(n)" >n!-(n))",
(n+1)" >nl
Ostatnia nieréwnos¢ jest spelniona, gdyz jej prawa strona jest iloczynem

n liczb mniejszych od n+1, za$ lewa strona jest iloczynem n liczb réwnych
n+1. W efekcie uzyskujemy kolejno nieréwnosci (5) 1 (1), co daje teze zadania.

Sposdb 11

Podnoszac stronami dowodzona nier6wnosé (1) do potegi n(n+1) uzy-
skujemy réwnowazng nieréwnosé
6 (n+1)!"  /n41\"HD
( ) (n!)n+1 .

n
Lewa strona zaleznosci (6) jest réwna
mH™- (n+1)"  (n+1)"

(nh)n-n! n!

)
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a wiec nier6wno$é (6) mozemy przepisa¢ w postaci

(n+1)" (n+1>”("+1)
< ,
n!

n
lub réwnowaznie

- | nn(n+1)
>
@ " (n+1)"*
Wystarczy zatem dowie$é¢ nieréwnosci (7) dla n=1,2,3,.... W tym celu za-

stosujemy indukcje. Dla n =1 zaleznoéé (7) przybiera postaé 1 >% i jest
prawdziwa. Aby wykonaé¢ krok indukcyjny, nalezy z nieréwnosci (7) wywnio-
skowadé nieréwnoéé

(TL+ 1)(n+1)(n+2)

(n+2) 7

a do tego dostateczne bedzie sprawdzenie, ze dla n=1,2,3,... spelniona jest
nieréwnosé

() (n+1)!>

(n+1)(n+n+2) ' nn(n+1)  (n+ 1)2n2+3n+2

(n+2)n+D? " (n4 1) (n42)(n+D)? . pnin+l)?

gdyz wéwczas mnozac stronami zaleznosci (7) i (9) uzyskamy nieréwnosé (8).
Pozostaje wiec wykaza¢ prawdziwos$é zaleznosci (9). W tym celu prze-
ksztalcamy ja rownowaznie w nastepujacy sposob:

(n+2)(n D7 (1) 5 (g 4 1)207 3041
(n+2)(n D" (D) 5 (g 4 1)@nFD (D)
(n42)" . > (n1)2"+,
<n(n—|—2)>” - n+1
(n+1)2 n+2’
Stosujac teraz nieré6wnos$¢ Bernoulliego (zob. LII Olimpiada Matematyczna,

Sprawozdanie Komitetu Glownego, Warszawa 2002, Dodatek A, str. 99) uzy-
skujemy

(9) n+1>

nn+2)\" 1 " n n?+n+1
— ) =(1-—) >1-— = )
(n+1)2 (n+1)2 (n+1)2 (n+1)2
Aby zatem zakonczy¢ dowdd poprzedniej nieréwnosci, wystarczy juz tylko
sprawdzi¢, ze
n?+n+1 S n+1
(n+1)2 n+2’

lecz to sprowadza sie do prawdziwej zaleznosci
(n2+n+1)(n+2)=n’+3n>+3n+2>n3+3n2+3n+1=(n+1)>.

Stad kolejno wynikaja nieréwnosci (9), (7), (6) i (1), co konczy rozwiazanie.
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Zadanie 12. Dana jest liczba pierwsza p. Po lewej stronie tablicy napisano liczby
1, 2, 3, ..., p—1, zas po prawej stronie liczbe 0. Wykonujemy ciag
p—1 ruchéw, z ktoérych kazdy przebiega nastepujaco: Wybieramy
jedna z liczb napisanych po lewej stronie tablicy, dodajemy ja do
wszystkich pozostatych liczb na tablicy, po czym wymazujemy wy-
brang liczbe.
Rozstrzygnaé, dla jakich wartosci p mozna w kolejnych ruchach wy-
biera¢ liczby w taki sposéb, by liczba pozostata na tablicy po wyko-
naniu wszystkich ruchéw byta podzielna przez p.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Dla wszystkich liczb pierwszych p oprocz 2 i 3.

Niech t; dlai=1,2,...,p—1 oznacza poczatkowa warto$¢ tej liczby, ktora
zostala wymazana z tablicy w i-tym ruchu. Zatem ciag (¢1,%2,t3...,tp—1) jest
permutacja ciagu (1,2,3,...,p—1) oraz jednoznacznie okresla sposéb wyboru
zmazywanych liczb w kolejnych ruchach.

Wprowadzmy oznaczenie

Si=ti+ 2t 1 +4ti_o+... +27 2+ 2071 dlai=1,2,...,p—1.
Wykazemy indukcyjnie, ze po wykonaniu i-tego ruchu wszystkie liczby na
tablicy sa wieksze o s; od swych poczatkowych wartosci.

Istotnie: stwierdzenie to jest prawda dla i =1, gdyz w pierwszym ru-
chu wymazano liczbe t;, zwigkszajac uprzednio wszystkie pozostate liczby
0 s1 =t1. Jezeli natomiast po wykonaniu i-tego ruchu wszystkie liczby na ta-
blicy byly wigksze o s; od poczatkowych wartosci, to w szczegdlnosci liczba
poczatkowo réwna ;11 po wykonaniu i-tego ruchu miata warto$é t;1 +s;.
Wobec tego w wyniku (i+1)-szego ruchu dodano do wszystkich pozostatych
liczb wielko$é¢ ;11 + s;. Poniewaz za$ liczby te po i-tym ruchu byly wiek-
sze o s; od poczatkowych wartosci, wiec po (i+ 1)-szym ruchu staly sie one
wiegksze o t;11+5;+s; od swych poczatkowych wartosci. Pozostaje spostrzec,
ze

tig1+25i=tig1 +2(ti+ 261+ 4o 4.+ 2" 2t +2" ) =
=ti1+2t + 4t +8ti_at... +2 Hy + 2t =
= Si+1,
co konczy dowdd indukcyjny.

Udowodnilismy tym samym, ze po wykonaniu wszystkich p ruchéw liczba
pozostala po prawej stronie tablicy wynosi
(1) tp1+2t, o+4dt, 3+...+2P 3ty +2P7 2.

Sprowadziliémy zatem zadanie do wyznaczenia wszystkich liczb pierwszych p,
dla ktorych istnieje taka permutacja (t1,t2,%s,...,t,—1) ciagu (1,2,3,...,p—1),
ze liczba (1) jest podzielna przez p.

Bezposrednio sprawdzamy, ze dla p=2 i p=3 nie jest mozliwe otrzymanie

liczby podzielnej przez p: dla p=2 liczba (1) wynosi 1, a dla p=3 moze ona
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byé réwna 1+2-2=5 albo 242-1=4.
Wykazemy, ze jesli p jest liczba pierwsza wigksza od 3, to dla permutacji
(2) (tl,tg,tg,tz;,...,tp_g,tp_l) = (p—2,p—1,p—4,p—3,...,5,6,3,4,2,1),

powstalej z ciagu (1,2,3,4,...,p—2,p— 1) przez zamiane miejsc w parach
(2j—1,275) dla j >2 i nastepnie odwrécenie kolejnosci, liczba (1) jest podzielna
przez p.

Rzeczywiscie, dla permutacji (2) liczba (1) ma wartosé

L=1+2-242%.4423.34+2".64+25-5+... 42 3(p—1)+27"%(p—2).
Dla j :2,3,...,%(19— 1) prawdziwa jest zaleznosé
221729542271 (25 1) =2%72(2j — 1)+ 2%~ 1. 25 42272 9% ~1
=2%72(25 —1)+2%71.25 2272
z ktorej wynika, ze L =M — N, gdzie M jest suma liczb postaci 2~ % dla

i=1,2,...,p—1, natomiast N =2242%4264 . +2P=3 Korzystajac ze wzoru
na sume kolejnych wyrazéw ciagu geometrycznego obliczamy, ze
M=(204. 42P72) (2 . 2P (2P 2P ) 2P
=20(2P~t )42 (2P 72— 1) .. 2P 322 - 1) 2P 2 (2t - 1) =
=(p—-1)2P7 1 — (2042t 4. p2p 3 oP2) =
~(p-2 @ -1 =
=p-2071—2.271 41
oraz
45 -1, w1 ety

N=22(40441 4 44" 413&"):22._ _
( F4 T ; . -

W efekcie
—6-2P7143—2pr 1+4:p-2p—1— 7(2° 1—1)_

3 3
Na mocy malego twierdzenia Fermata (zob. LI Olimpiada Matematyczna,
Sprawozdanie Komitetu Gléwnego, Warszawa 2001, Dodatek A, str. 102)
liczba 2P~! —1 jest podzielna przez p. Skoro za$ p jest liczba pierwsza wiek-
sza od 3, ulamek wystepujacy po prawej stronie zaleznosci (3) jest liczba
podzielna przez p. Zatem prawa strona tej zaleznosci jest liczba podzielna
przez p, co konczy rozwigzanie zadania.

(3) L=M—-N=p-2P"1 4

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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