LX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego

13 lutego 2009 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Liczby rzeczywiste a1, as, ..., a, (n>2) speliaja warunek
a1 =as > ...>=a, > 0. Udowodnié nieréwnoéé

a1as...an—1+ (2a2 —ay)(2a3—az)...(2a, —an—1) > 2a20a3...ay.

2. Dane sg takie liczby catkowite a i b, ze a > b>1 oraz liczba
ab+1 jest podzielna przez a-+0b, zas liczba ab—1 jest podzielna przez
a—b. Wykazaé, ze a < by/3.

3. Roztaczne okregi 01 i 02 o $rodkach odpowiednio I7 i Is sa
styczne do prostej k odpowiednio w punktach Ay i A oraz leza po tej
samej jej stronie. Punkt C' lezy na odcinku [I;15, przy czym
YA,CAy=90°. Dla i=1,2 niech B; bedzie punktem réznym od A;,
w ktérym prosta A;C przecina okrag o,. Dowieéé, ze prosta By By jest
styczna do okregdéw o1 i 0s.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podniesé reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komoérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.
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14 lutego 2009 r. (drugi dzieh zawoddéw)

4. Odcinek AB jest $rednica okregu o opisanego na czworokacie
wypuklym ABC D, ktorego przekatne przecinaja sie w punkcie E. Pro-
ste styczne do okregu o w punktach C' i D przecinaja sie w punkcie P.
Udowodni¢, ze PC'=PFE.

5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n >4 o nastepujacej
wtlasnoéci: Sposréd dowolnych n réznych 3-elementowych podzbiorow
zbioru n-elementowego mozna wybra¢ dwa podzbiory, ktére maja
doktadnie jeden element wspolny.

6. Dla kazdej liczby calkowitej n > 3 wyznaczy¢ wszystkie ciagi
liczb rzeczywistych (z1,x2,...,xy,), dla ktorych
n n
Z%‘:” oraz Z(mi_l—mi-i—le)Q:n,
i=1 i=1
gdzie przyjmujemy xg =2, i Tp4+1 =21.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podnies¢ reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komoérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.



