X Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

13 lutego 2009 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

Zadanie 1. Liczby rzeczywiste ai, a2, ..., an (n >2) spelniaja warunek
a1 =2as >...=2an>0. Udowodnié nier6wnosé

1G2...an—1+(2a2 —a1)(2a3 —az2)...(2an —an-1) > 2a2a3...an.

Rozwigzanie

Zastosujemy indukcje matematyczng ze wzgledu na wartoéé liczby n.

Dla n =2 teza zadania jest prawdziwa, gdyz obie strony dowodzonej
zaleznosci sa réwne 2as.

Przechodzac do kroku indukcyjnego rozpatrzmy liczby rzeczywiste aq,
a2,y oy py1, dla ktérych a; >as>. .. > a,4+1 >0. Nalezy udowodni¢ nieréwnosé

(1)  aras...an+(2a2—a1)(2a3—az)...(2a,4+1 —apn) > 20203 . ..Apap41.
Whprowadzmy oznaczenia

t=a,—as, K =asas...a,, L=(2a3—a3)...(2ap4+1—ay);
wowczas lewa strone zaleznosci (1) mozemy zapisa¢ w postaci
(2) @ K+(2a2—a1)L=(as+t)K+ (as—t)L=as(K+L)+t(K—L).
Stosujac zatozenie indukcyjne do n liczb as > a3z > ... > any1 > 0 uzyskujemy

3) K+ L=asa3...an+ (2a3—az)(2a4—a3)...(2an+1—an) >

>2a;3...0,0041-

Ponadto dla dowolnych liczb rzeczywistych x>y >0 prawdziwa jest podwdjna
nieréwno$¢ —r < —x+2(x—y)=x—2y <z, skad |r—2y| <z i w konsekwencji
|L| =|2a3 —az|-|2as —ag|-... |2an+1 —an| <az-az-...-a, =K.
Oznacza to, ze liczba K — L jest nieujemna. Liczba t =a; —as jest réwniez
nieujemna, zatem kontynuujac zalezno$é (2) i wykorzystujac (3) dostajemy
ay(K+L)+t(K—L)>az-2a3...a4p0n41.

OtrzymaliSmy prawa strone nieréwnosci (1), co konczy dowéd indukeyjny.

Zadanie 2. Dane sg takie liczby calkowite a i b, ze a >b>1 oraz liczba ab+1
jest podzielna przez a—+b, zas liczba ab—1 jest podzielna przez a—b.
Wykazaé, ze a < bv/3.
Rozwigzanie
Zauwazmy najpierw, ze

(a+b)b—(ab+1)=b*—1 oraz (ab—1)—b(a—b) =b*—1.



Zatem z danych w tresci zadania podzielnoéci wynika, ze liczba b% —1 jest
podzielna przez a+0b i przez a—b.

Liczby a i b sa wzglednie pierwsze. Jezeli bowiem d jest ich wspdlnym
dzielnikiem dodatnim, to liczby a+b i ab sa podzielne przez d; z drugiej
strony, liczba ab+1 jest podzielna przez liczbe a+b podzielng przez d. Zatem
liczby ab i ab+1 sa podzielne przez d, skad wynika, ze d=1.

Niech e oznacza najwiekszy wspolny dzielnik liczb a+bi a—b. Wowczas e
jest dzielnikiem sumy i réznicy tych dwoch liczb, réwnych odpowiednio 2a
i 2b. Skoro liczby a i b sa wzglednie pierwsze, otrzymujemy e=1 lub e =2.
Stad wniosek, ze jesli liczba calkowita jest podzielna przez a+b i a—b, to
dwukrotnoéé tej liczby jest podzielna przez (a+0b)(a—b) = a? —b>.

Jak zauwazyliémy wczesniej, liczba b?—1 jest podzielna przez a+b i przez
a—b. Oznacza to, ze liczba 2(b*—1) jest podzielna przez a?—b2. Ponadto b>1,
a wiec liczba 2(b? —1) jest dodatnia i wobec tego jest nie mniejsza niz a2 — b2
Zapisujac nieréwnosé 2(b%2 —1) > a? — b?> w réwnowaznej postaci a? < 3b% —2
widzimy, ze a? < 3b2, co jest réwnoznaczne z teza zadania.

Zadanie 3. Rozlaczne okregi 01 1 02 0 §rodkach odpowiednio I i I> sg styczne do
prostej k odpowiednio w punktach A; i A oraz leza po tej samej jej
stronie. Punkt C lezy na odcinku Iy I, przy czym $A; C A;=90°. Dla
i1=1,2 niech B; bedzie punktem réznym od A;, w ktérym prosta A;C
przecina okrag o,. Dowiesé, ze prosta Bi1Bs jest styczna do okregow
011 02.

Rozwigzanie

Niech prosta styczna do okregu o; w punkcie By przecina prosta A Ao
w punkcie D. (Punkt przeciecia istnieje, gdyz punkt C nie lezy na prostej
A1ly, a wiec odcinek A;Bj nie jest Srednica okregu o;.) Tréjkat A1 B D
jest wowczas réwnoramienny, gdyz dwa jego boki sa odcinkami stycznych do
okregu 07 poprowadzonymi z punktu D. Wobec tego prosta DI; jako dwu-
sieczna kata JA; DB, jest prostopadla do cieciwy A;Bj, a wiec réwnolegla
do prostej C'As.

Udowodnimy, ze proste A1 By i DI, sa rownolegte.

Jezeli A1 As || 112, to Ay As =115 i czworokat I;C As D jest réwnoleglo-
bokiem. W takim razie Cls = A1 D i czworokat CI, DA, takze jest réwnole-
globokiem. W szczegdlnosci wiec Ay By || DIs.

Jezeli natomiast proste Ay As i 1115 przecinajg sie w punkcie F, to sto-
sujac dwukrotnie twierdzenie Talesa do kata < A;EI; przecietego prostymi
rownolegltymi I1 D, CAg oraz 11 Ay, I, As otrzymujemy

EC EC FEIL, FEAy, EA, EA
El, EIL, El, ED EA, ED’

co w polaczeniu z twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia Talesa znowu

daje zaleznos¢ A1 By || D1s.




Wykazana wtaénie réwnoleglosé wraz z danym w tresci zadania warun-
kiem ¥A;C Ay =90° pozwala wnioskowaé, ze proste DI, i By Ay sa prosto-
padle. Zauwazmy teraz, ze prosta DI przechodzi przez srodek okregu os.
W efekcie punkty Bs i As sa symetryczne wzgledem prostej DI (gdyz sa
konhcami cieciwy prostopadlej do tej prostej) oraz proste DBg i D Ag sa syme-
tryczne wzgledem tej prostej. Skoro zas prosta D As jest styczna do okregu oo,
to rowniez prosta D Bs jest don styczna, co konczy rozwigzanie zadania.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalezé w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Odcinek AB jest érednicg okregu o opisanego na czworokacie wypu-
ktym ABCD, ktérego przekatne przecinaja sie w punkcie E. Proste
styczne do okregu o w punktach C' i D przecinaja sie w punkcie P.
Udowodnié¢, ze PC = PE.

Rozwigzanie

Niech @ bedzie punktem przeciecia prostych AD i BC.

Zauwazmy najpierw, ze na mocy warunkéw zadania proste AC' i BD sa
wysoko$ciami tréjkata ABQ. Zatem prosta QF jest jego trzecia wysoko$cia
i wobec tego przecina prosta AB w pewnym punkcie F' pod katem prostym.

W tréjkacie ECQ kat przy wierzchotku C jest prosty, a srodek P’ od-
cinka QF jest érodkiem przeciwprostokatnej. Stad uzyskujemy zaleznosci
IP'CQ=<P'QC=<FQB. Ponadto tréjkaty prostokatne ACB i QF B maja
wspolny kat ostry przy wierzchotku B, zatem ich pozostale katy ostre sa
réwne: <FQB = JCAB. Udowodniliémy tym samym, ze

IP'CQ=YCAB.

To oznacza, ze prosta P’'C' jest styczna do okregu o w punkcie C.

Podobnie dowodzimy, ze prosta P’'D jest styczna do okregu o w punk-
cie D. Stad i z okreslenia punktu P wynika, ze P'=P. Innymi stowy, punkt P
jest srodkiem przeciwprostokatnej w trojkacie prostokatnym ECQ), skad na-
tychmiast wynika zgdana réwnosé PC = PE.

Zadanie 5. Wyznaczy¢ wszystkie liczby catkowite n >4 o nastepujacej wlasnogci:
Sposréd dowolnych n réznych 3-elementowych podzbioréw zbioru
n-elementowego mozna wybraé¢ dwa podzbiory, ktére maja
doktadnie jeden element wspdlny.

Rozwigzanie

Niech Ay, Ao, ..., A beda réznymi 3-elementowymi podzbiorami usta-
lonego zbioru n-elementowego. Przypu$émy ponadto, ze dowolne dwa z tych
zbioréw albo sg roztaczne, albo maja doktadnie dwa wspoélne elementy.

Oznaczmy A={A1,As,..., A} i wprowadzmy nastepujace oznaczenie:

X ~Y wtedy i tylko wtedy, gdy przekrdj XNY jest zbiorem niepustym (a wiec

majgcym co nagmniej 2 elementy),

dla (niekoniecznie réznych) zbioréw X,Y € A.

Dla dowolnych zbioréow X,Y, Z € A zachodza nastepujace wlasnosci:

1) X ~X;

2) jezeli X ~Y, to Y ~ X;



3) jezeli X ~Y oraz Y ~Z, to X ~ Z.

Istotnie, wlasnosci 1) i 2) sa oczywiste, a by uzasadni¢ wlasnos$é 3), wy-
starczy spostrzec, ze z faktu, iz zbiory X, Y, Z maja 3 elementy, a przekroje
XNY i YNZ maja przynajmniej 2 elementy, wynika, iz przekréj X NZ jest
zbiorem niepustym. Na mocy przyjetego na poczatku rozwiazania zalozenia
przekroj ten zawiera zatem przynajmniej 2 elementy, co oznacza, ze X ~ Z.

Wiasnosci 1)—3) dowodza, ze zbiory Ay, As, ..., A mozna podzieli¢ na
parami roztaczne klasy rownowaznosci w taki sposéb, by dowolne dwa zbiory
X, Y nalezace do tej samej klasy spelnialy relacje X ~Y, natomiast dowolne
dwa zbiory nalezace do réznych klas tej relacji nie spetniaty.

Niech By, B, ..., B,, beda tak zadanymi klasami réwnowaznoéci oraz
niech C; (i=1,2,...,m) bedzie suma wszystkich zbioréw nalezacych do klasy
B;. Woéwczas zbiory Ci, Cs, ..., C,, sa parami rozlaczne, bowiem zbiory

nalezace do réznych klas sg roztaczne. Ponadto kazdy z tych zbioréw zawiera
przynajmniej 3 elementy, gdyz jest suma zbioréw 3-elementowych.

Dla kazdego zbioru C; rozpatrzmy nastepujace trzy mozliwosci:

1. Zbiér C; ma dokladnie 3 elementy.

2. Zbiér C; ma doktadnie 4 elementy.

3. Zbiér C; ma przynajmniej 5 elementéw.

W przypadku 1. rodzina B; sktada sie z jednego zbioru, mianowicie z tego
zbioru A; (j=1,2,...,k), ktéry jest réwny zbiorowi C;.

W przypadku 2. kazdy zbiér nalezacy do rodziny B; jest 3-elementowym
podzbiorem 4-elementowego zbioru C;. Zatem w rodzinie tej znajduja sie
najwyzej 4 zbiory.

Rozpatrzmy z kolei przypadek 3.. Wybierzmy rézne zbiory X,Y € B;. Sa
to zbiory 3-elementowe, ktérych przekrdj X NY ma 2-elementy, a wiec suma
X UY jest zbiorem 4-elementowym. To oznacza, ze w rodzinie B; istnieje
zbiér Z zawierajacy element, ktory nie nalezy do sumy X UY. Stad wniosek,
ze 2-elementowe przekroje X NY, XNZ, Y NZ musza si¢ pokrywaé, a wiec
mozna napisaé

X={p,q,x}, Y={p.q,y}, Z={p,q 2},

gdzie elementy p, q, x, y, z sa rézne. Wezmy teraz pod uwage dowolny zbiér S
nalezacy do rodziny B; i rézny od zbioréw X, Y, Z. Wéwczas S nie jest
zbiorem {z,y,z}, gdyz ten ostatni ma dokladnie jeden element wspélny ze
zbiorem X. Wobec tego przynajmniej jeden z elementéw x, y, z nie nalezy do
zbioru S. Przyjmijmy, nie zmniejszajac ogdlnosci dalszego rozumowania, iz
jest to element x. Skoro przekrdj X NS jest zbiorem 2-elementowym oraz x &S,
musimy mie¢ X NS ={p,q}. Ale to, wobec dowolnosci wyboru S, oznacza,
ze kazdy zbiér nalezacy do rodziny B; zawiera elementy p i q. Stad wniosek,
ze liczba elementéw tej rodziny nie przekracza liczby elementéw zbioru C;
pomniejszonej o 2.



UdowodnilisSmy w ten sposob, ze kazda z rodzin B; zawiera najwyzej
tyle zbioréw, ile jest elementéw w zbiorze C;, przy czym réwno$é moze mieé
miejsce tylko wtedy, gdy zbiér C; ma 4 elementy.

Ponadto zbiory Ci, Cs, ..., C,, sa parami roztaczne, a ich suma zawiera
sie w ustalonym na poczatku rozwiazania zbiorze n-elementowym, wiec suma
liczb elementéw tych zbioréw nie przekracza n. Tym bardziej suma liczb
elementéw rodzin By, Bs, ..., B, nie przekracza n, przy czym réwnosé jest
mozliwa tylko w przypadku, gdy kazdy ze zbioréw C; oraz kazda z rodzin B;
(1=1,2,...,m) ma dokladnie 4 elementy,

Jednakze kazdy ze zbioréw A, Ao, ..., A nalezy do dokladnie jednej
z tych rodzin. Stad wniosek, ze k <n, przy czym rownos¢ moze mieé miejsce
tylko wtedy, gdy kazda z rodzin B; (i=1,2,...,m) ma dokladnie 4 elementy
oraz suma ilosci elementéw tych rodzin jest réwna n. Jest to mozliwe tylko
wtedy, gdy zachodzi rownosé n=4m. Jesli zatem istnieje uklad n trojelemen-
towych podzbioréw zbioru n-elementowego, z ktorych zadne dwa nie maja
dokladnie jednego elementu wspdlnego, to liczba n jest podzielna przez 4.

Implikacja odwrotna réwniez jest prawdziwa: jezeli n =4s dla pewnej

liczby catkowitej s > 1, to definiujemy zbiory A, Ao, ..., Ass warunkami
Ayos={4j-245-1,4j},  Ay_1={4j—3,4j 2,45},
Agjo={4j—3,45— 1,45}, Ayy={4j—3,45—2,45—1}

dla j=1,2,...,s. Wéwczas dowolne dwa z okre$lonych wyzej zbioréw albo sa

roztaczne, albo maja dokladnie dwa wspoélne elementy.

Odpowiedz: Liczba n > 4 spelnia warunki zadania wtedy i tylko wtedy,
gdy nie jest podzielna przez 4.

Zadanie 6. Dla kazdej liczby calkowitej n >3 wyznaczyé wszystkie ciggi liczb
rzeczywistych (z1,22,...,2,), dla ktérych

n

n
2
dwi=n oraz S (@wic1—mitwiy1)’=n,

i=1
gdzie przyjmujemy xo =Tn 1 Tp4+1 =T1.
Rozwigzanie
Przypus$émy, ze ciag (x1,za,...,2,) ma zadang wlasnosé. Przyjmijmy

(1) Yi=Ti—1—Ti+Tip1—1 dlai=1,2,...,n

Woéwcezas zachodzi rownosé y1 +yo+...+yn =21 +22+...+x, —n, a zatem
z danych w tresci zadania dwéch réwnosci wynika, ze

y1+ys+...+y, =0 oraz (1—1—y1)2+(1—i—y2)2+...—}—(1—|—yn)2:n7
skad uzyskujemy

Zyz Z (T4y)? =2y —1]=> (1+w:)*—2> yi—» 1=n-0-n=0.
=1 =1 =1 =1

6



Zatem y; =ys =...=y, =0, co z uwagi na wzor (1) daje
(2) $i—1—$i+xi+1:1 dlai:1,2,...,n.

Na odwrét, kazdy ciag (x1,z9,...,x,) spelniajacy warunek (2) spelnia takze
rownosci dane w zadaniu. Pozostaje wiec wyznaczy¢ wszystkie ciagi, dla kté-
rych zachodzi warunek (2).

Oznaczmy xo=a oraz x1 =b. Wowczas stosujac zalezno$é (2) w postaci
Tiy1=1—z;_1+z; dlai=1,2,3,4,5,6 otrzymujemy

ro=1—a+b, xz3=2—a, x4=2—-b, xz5=14a—b, x5=a, x7=0>.

Kontynuujac to postepowanie stwierdzamy, ze ciag xg, x1, T2, ... jest okre-
sowy: Tpy6 =k dla k=0,1,2,.... Poniewaz xo =z, oraz r; =x,1, wiec para
(xo,21) pokrywa sie z para (x,,x,41), gdzie r jest reszta z dzielenia liczby n
przez 6.

Korzystajac z wyliczonych wyzej wartosci zg, =1, T2, T3, T4, T5, Tg
sprawdzamy bezposrednio, ze dla dowolnej wartosci r=1,2,3,4,5 jedynym
rozwigzaniem uktadu réwnan xzg=z,, x1 =2,11, czyli odpowiednio uktadéw

{a:b {azl—a—i-b {a—Q—a {a:2—b {a—1+a—b
b=1—a+b’ |b=2—a ~ |b=2-b" |b=1+a—-b" |b=a

sg liczby a=b=1. W tej sytuacji oczywidcie x1 =22 =... =z, =1 i liczby te

maja zadane w tresci zadania wlasnosci.

Jezeli natomiast r =0, a wiec gdy liczba n jest podzielna przez 6, to
mozemy wybra¢ dowolne wartosci rzeczywiste xo =x, i z1 i korzystajac ze
wzoru (2) wyznaczy¢ jednoznacznie wartosci xo, x3, ..., Tp41. Nietrudno
spostrzec, ze warunek (2) bedzie wéwczas spelniony.

Y

Odpowiedz: Dla kazdej liczby catkowitej n > 3 rozwiazaniem zadania jest
ciag (z1,x2,...,2,) =(1,1,...,1); ponadto dla liczb n podzielnych przez 6
istnieja rozwiazania o okresie dtugosci 6 nastepujacej postaci:

(x1,22,...,2n)=(b,1—a+b,2—a,2—b,1+a—b,a,b,1—a+Db,...,a).

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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