LX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

22 kwietnia 2009 r. (pierwszy dzien zawodéw)

1. Kazdy z wierzchotkéw szesciokata wypuktego jest srodkiem
kota o promieniu réwnym dlugos$ci nie dtuzszego z bokéw szescio-
kata zawierajacych ten wierzchotek. Udowodni¢, ze jesli czes¢ wspolna
wszystkich sze$ciu két (rozwazanych wraz z brzegiem) jest niepusta,
to szesciokat jest foremny.

2. Niech S bedzie zbiorem wszystkich punktéw ptaszczyzny o obu
wspotrzednych catkowitych. Znalezé najmniejsza liczbe catkowita do-
datnig k, dla ktorej istnieje 60—elementowy podzbiér zbioru S o naste-
pujacej wlasnosci: Dla dowolnych dwdch réznych elementéow A, B tego
podzbioru istnieje taki punkt C' € S, zZe pole trojkata ABC' jest rowne k.

3. Niech P, @, R beda wielomianami stopnia co najmniej jeden,
o wspotczynnikach rzeczywistych, spetniajacymi dla kazdej liczby rze-
czywiste] x rownosci

P(Q(z)) = Q(R(x)) = R(P(x)).
Wykazaé¢, ze P =(Q = R.

Informacje dla uczestnika zawodow

J

Czas trwania zawoddéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznoéci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnie$¢ reke i siedzac na miejscu zaczeka¢ na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawoddéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych

i innych urzadzen elektronicznych.



LX Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

23 kwietnia 2009 r. (drugi dzien zawodow)

4. Niech zq, 29, ..., 2, beda liczbami nieujemnymi, ktorych suma
wynosi 1. Udowodnié, ze istnieja liczby aq,as,...,a, € {0,1,2,3,4}
takie, ze (a1, as,...,a,) # (2,2,...,2) oraz

2<a1x1+a2x2+"'+anxn<2+ 3n2_1‘

5. Sfera wpisana w czworoscian ABC'D jest styczna do jego Scian
BCD,ACD,ABD, ABC odpowiednio w punktach P, @, R, S. Odcinek
PT jest srednicy tej sfery, zas punkty A’, Q', R, S" s punktami prze-
ciecia prostych TA,TQ, TR, TS z plaszczyzng BCD. Wykazaé, ze A’
jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie Q' RS’

6. Niech n > 3 bedzie liczbg naturalng. Ciag liczb nieujemnych
(co, €1, - - -, Cpn) spetnia warunek

CpCs + CrCt = CpirCrys

dla wszystkich p,r,s,t > 0 takich, ze p +r 4+ s +t = n. Wyznaczy¢
wszystkie mozliwe wartosci co, jesli ¢; = 1.

Informacje dla uczestnika zawodow

-

Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwiazan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznoéci otrzymania dodatkowego papieru, wyjscia z sali itp.,
nalezy podnie$¢ reke i siedzac na miejscu zaczeka¢ na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawoddéw nie wolno korzystaé z kalkulatoréw, telefonéw komérkowych

i innych urzadzen elektronicznych.



