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Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

22 kwietnia 2009 r. (pierwszy dzien zawodéw)

Zadanie 1. Kazdy z wierzcholkow szeSciokqta wypuklego jest srodkiem kota o promieniu rownym
dtugosci nie dluzszego z bokow szeSciokgta zawierajgcych ten wierzchotlek. Udowod-
nic, zZe jesli czesé wspdlna wszystkich szesciu kot (rozwazanych wraz z brzegiem) jest
niepusta, to szesciokqt jest foremny.

Rozwigzanie

Oznaczmy kolejne wierzchotki danego szesciokata literami A, B, C, D, E oraz F. Zalézmy,
ze przeciecie szeSciu koét, o ktorych mowa w tresci zadania jest niepuste i punkt P nalezy do
tego przeciecia. Rozwazmy dowolny bok sze$ciokata, dla ustalenia uwagi niech to bedzie bok AB.

Z warunkéw zadania wynika, ze AP < AB oraz BP < AB, czyli jesli P nie lezy na prostej AB,

to odcinek AB jest najdtuzszym bokiem tréjkata ABP. Kat APB jest zatem jego najwigkszym

katem, czyli XAPB > 60°. Jesli natomiast punkt P lezy na prostej AB, to lezy na odcinku AB

(w przeciwnym razie AP > AB lub BP > AB). Jedli dodatkowo nie jest konicem tego odcinka, to

S APB = 180°. Podsumowujac, jesli P # Ai P # B, to <APB > 60°. Analogiczne rozumowanie

mozna przeprowadzi¢ dla pozostalych bokoéw szesciokata.

Wykazemy, ze punkt P nie lezy na zewnatrz szesciokata ABCDEF'. Gdyby tak byto, to dla

pewnych wierzchotkéw X, Y, kat wypukly < XPY < 180° pokrylby caly szeSciokat (rys. 1.).

Wobec wypuktosci szedciokata ABC' DEF zachodzitoby

29XPY = 9APB + <BPC + <CPD + <DPE + SEPF + <FPA > 6 - 60° = 360°,

co jest sprzeczne z tym, ze <X PY < 180°.

Rysunek 1. Rysunek 2.

Skoro punkt P nie lezy poza sze$ciokatem to lezy w jego wnetrzu lub na jego brzegu. Najpierw
rozwazmy przypadek, gdy P jest jednym z wierzchotkow szesciokata. Bez zmniejszania ogélno-
Sci rozumowania mozemy zatozy¢, ze P = A. Wéwczas, wobec wypuktosci szesciokata, zachodzi
JSBAF = 4BPF = 4BPC+ <CPD + <DPE + <EPF > 4-60° > 180°, co jest niemozliwe.

Jesli P lezy na brzegu szesciokata ABC' DEF, ale nie jest jego wierzchotkiem, to lezy pomiedzy
pewnymi jego kolejnymi wierzchotkami. Bez zmniejszania ogdlnosci rozumowania mozemy zatozy¢,
ze P lezy na boku AB szesciokata. Wowczas zachodzi 180° = <« BPA = < BPC+<CPD+<DPE+
JEPF 4+ <FPA > 5-60° > 180°, co réwniez jest niemozliwe.
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Zatem P lezy we wnetrzu szesciokata. Katy <APB, <BPC, <CPD, <DPE, <EPF oraz
< FPA daja wowczas w sumie kat pelny, a miara kazdego z nich jest nie mniejsza, niz 60°. Wynika
stad, ze miara kazdego z nich wynosi 60° (rys. 2.). Poniewaz <APB = 60° jest najwickszym
katem trojkata ABP, pozostate katy réwniez maja miare 60°. Trojkat ABP jest wiec réwnoboczny
i analogicznie, pozostate trojkaty o wierzchotku P i podstawie bedacej jednym z bokéw tez sa
rownoboczne. Zatem sze$ciokat jest foremny.

Zadanie 2. Niech S bedzie zbiorem wszystkich punktow plaszczyzny o obu wspotrzednych cal-
kowitych. ZnaleZé najmniejszq liczbe catkowitq dodatniq k, dla ktorej istnieje 60—
elementowy podzbior zbioru S o nastepujgacej wtasnosci: Dla dowolnych dwoch roz-
nych elementéow A i B tego podzbioru istnieje taki punkt C € S, Ze pole trojkgta
ABC jest rowne k.

Rozwigzanie

Niech K bedzie podzbiorem zbioru S majacym dla zadanej liczby k wlasno$¢ podang w tresci
zadania. Ustalmy dowolne dwa rézne punkty (a,b),(c,d) € K. Wtedy dla pewnych liczb cal-
kowitych z,y pole tréjkata o wierzchotkach (a,b), (c,d), (z,y) wynosi k, czyli zachodzi rownosé
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sl(a—c)(y —d) — (b—d)(x — c)| = k. Otrzymujemy stad warunek, ze rownanie

(@ =c)(y—d) = (b—d)(z - )] =2k (1)

ma dla dowolnych ustalonych i r6znych (a,b), (¢,d) € K rozwiazanie w liczbach catkowitych z,y.

Udowodnimy, ze jeli liczba m nie dzieli 2k, to zbiér K ma nie wiecej niz m? elementéw.
Rozwazmy w tym celu pary (¢ mod m, b mod m) reszt z dzielenia wspétrzednych punktéw zbioru
K przez m. Jest ich m?, wigc jedli |K| > m?, to na mocy zasady szufladkowej znajdziemy dwa
rézne punkty (a,b) € K i (¢,d) € K, takie ze a = ¢ mod m i b=d mod m. Dla takich punktéw
réwnanie (1) nie ma rozwiazania, gdyz lewa jego strona dla dowolnych x i y dzieli sie¢ przez m,
a prawa nie. Zatem |K| < m? dla dowolnego m nie bedacego dzielnikiem 2k.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli |K| = 60, to 2k musi by¢ podzielne przez wszystkie
liczby m < 7, bowiem 60 > 72. Latwo sprawdzi¢, ze najmniejsza liczba naturalng podzielng przez
2,3,4,5,6,7 jest 22.3-5-7 = 420, zatem 210|k.

Pokazemy, ze dla kazdego k takiego, ze 210|k, mozna skonstruowaé¢ 60—elementowy zbiér K
majacy wlasno$é podang w tresci zadania. Niech K’ bedzie zbiorem wszystkich tych elementéw
zbioru S, ktérych obie wspolrzedne znajduja sie w zbiorze {0, 1,...,7}. Ustalmy dwa dowolne,
rozne punkty A = (a,b) i B = (¢,d) ze zbioru K. Wtedy a — ¢,b —d € {—7,—6,...,6,7}, zatem
jesli a # ¢, to a—c|420 oraz jesli b # d, to b—d|420. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze b # d.
Woéwezas b — d|2k, gdyz 420|2k. Punkt C' = (c 4+ 2£ d) jest zatem elementem zbioru S, za$ pole
trojkata ABC wynosi

1 2k
5 (a—c)(d—d)— (b—d) <c+d_b—c> = k.

Ponadto |K'| = 64 > 60. Jako zbior K mozna wzia¢ dowolny 60—elementowy podzbidér zbioru K’.
Tym samym pokazalismy, ze 60-elementowy zbiér majacy zadang wlasnos$c istnieje tylko dla
liczb catkowitych dodatnich k& bedacych wielokrotnosciami 210. Najmniejsza taka liczba jest 210.



Zadanie 3.  Niech P,Q, R bedg wielomianami stopnia co nagmniej jeden, o wspotczynnikach rze-
czywistych, spetniajgcymi dla kazdej liczby rzeczywistej x rownosci

P(Q(x)) = Q(R(z)) = R(P(x)).
Wykazac, ze P = @) = R.
Rozwigzanie
Sposéb 1.

Udowodnimy najpierw, ze jesli wielomiany Wy, W5 spetniaja dla kazdej liczby rzeczywistej x

rOWnos¢é
Wi (Wi(Wi(z))) = Wa(Wa(Wa(z))), (1)
to W1 = WQ.

Latwo zauwazy¢, ze wielomiany te maja ten sam stopien. Dla wielomianéw stopnia 0 (statych)
nie ma czego dowodzi¢. Zatézmy wigc, ze ich stopien jest réwny co najmniej 1.

Zauwazmy, ze jezeli réwnosé (1) jest spelniona, to obydwa te wielomiany sa zgodnie monoto-
niczne na przedziale (x, c0) dla pewnego x; oraz sa zgodnie monotoniczne na przedziale (—oo, x})
dla pewnego z7. W przeciwnym razie Wi1(W1(W1(z))) i Wo(Wa(Wa(x))) dla odpowiednio duzych
x przyjmowalyby wartosci o przeciwnych znakach. Zatem mozliwe sg nastepujace sytuacje:

1° Wy, Wy sa $cisle rosnace na przedziale (x4, 00).
2° Wi, Wy sa Scisle rosnace na przedziale (—oo, ).

3° Nie zachodzi ani pierwszy, ani drugi przypadek, czyli zaréwno na (—oo, z}), jak i na (z1, 00),
oba wielomiany sa malejace.

Przeprowadzimy dow6d nie wprost. Zalézmy, ze réwnosé (1) jest spelniona, ale Wy # W,
Wowezas roéwnanie Wi (x) — Wa(x) = 0 ma skorficzenie wiele rozwiazan. W przypadku 1° istnieje
zatem taka liczba o, ze dla wszystkich liczb o > x5 zachodzi Wi (z) > Wa(z) (lub na odwrdt, co
nie ma znaczenia dla ogélnosci rozumowania).

Niech x3 = max{xzy,x2} i niech xy bedzie taka liczba rzeczywista, ze liczby xo, Wa(xy) oraz
Wa(Wo(zg)) sa wieksze od x3. Istnienie takiej liczby zp wynika z tego, ze W jest wielomia-
nem dodatniego stopnia, co wobec zatozenia dotyczacego monotonicznosci wielomianu W, daje
lim, 400 Wa(z) = lim, oo Wa(Wa(z)) = +o00.

Mamy wigc Wi(zo) > Wa(xo) > x3. Stad Wi(Wi(zo)) > Wi(Wa(wo)) > Wa(Wa(wo)) > 3,

zatem
Wi(Wi(Wi(zo))) > Wi(Wi(Wa(wg))) > Wi(Wa(Wa(xo))) > Wa(Wa(Wa(x0))).

Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi, ze Wi = Wy w przypadku 1°.

W przypadku 2° rozumowanie przebiega podobnie. Pozostaje rozpatrze¢ przypadek 3°. Za-
uwazmy, ze wtedy wielomiany Wi (x) = Wi (Wi(z)) i Wi(x) = We(Ws(x)) daza do +oo dla
r — 400, wiec sg rosnace na przedziale (z7,00) dla pewnego z. Mozemy zatem porzeprowa-
dzi¢ dla W{ i W§ rozumowanie takie samo jak w przypadku 1° i w ten sposéb wykazaé, ze W, =
Wy. Stad Wi(Wi(z))) = Wi(Wi(Wi(z))) = Wa(Wa(Wa(z))) = Wa(W5(x)), wiee Wi(Wi(z))) =
Wy (Wi (z))). Wynika z tego, ze Wy = Ws, gdyz dla nieskonczenie wielu y zachodzi Wi (y) = Wa(y).
To konczy dowdd lematu.

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Podstawiajac y = P(x) w réwnosci P(Q(y)) = Q(R(y))
otrzymujemy P(Q(P(x))) = Q(R(P(x))). Z drugiej strony, réwnos¢ P(Q(x)) = R(P(x)) implikuje
rownos¢ Q(P(Q(x))) = Q(R(P(x))). Oznacza to, ze P(Q(P(z))) = Q(P(Q(z))), a w konsekwencji

PQ(P(Q(P(Q(x)))))) = QIP(Q(P(Q(P(x))))))-



Stosujac wezesniej dowiedziong obserwacje dla wielomianéw Wy (z) = P(Q(z)) 1 Wa(z) = Q(P(x))
otrzymujemy P(Q(z)) = Q(P(x)). Stad Q(P(z)) = R(P(z)), zatem @ = R, gdyz, poniewaz P
nie jest staty, dla nieskonczenie wielu y zachodzi Q(y) = R(y). Pozostalych réwnosci dowodzimy
w ten sam sposob.

Sposéb 11.
Niech p = deg(P), ¢ = deg(Q) oraz r = deg(R) beda stopniami wielomianéw odpowiednio P,
(Q oraz R i niech

P(z) = gp:pkxk, Qz) = kzq: Qk$k, R(z) = kzr: rex”.
Niech ponadto
P(Q(z)) = Q(R(x)) = R(P(x)) = 2_: apz”,

przy czym a,, # 0.

Zauwazmy, ze P(Q(z)) jest wielomianem stopnia pq, czyli m = pq. Podobnie, rozwazajac
wielomiany Q(R(z)) i R(P(x)) uzyskujemy m = gr oraz m = rp. Skoro pg = qr = rp oraz
p,q,r > 0, to p = q = r. Dla przejrzystosci oznaczmy te wspolng wartos¢ jako n. Wowczas

m = pq = n? Analizujac wspotczynniki a,,, @m_1, ..., dm-nt1, Wykazemy kolejno, ze dla i =
n,n—1,...,1 zachodzi p; = ¢; = r;.

Zacznijmy od obserwacji, ze jesli t jest dodatnig liczba catkowita, to

t
t S j j1+g2+ i S
Q@) = (D> g2| = > @t g =30k Yo GG G
j=0 J1,925--,Jt<q k=0 J1,J25-,Jt<q
Jit+ja+...+j=k

Wystepujace w powyzszym wzorze liczby j1, jo, . . ., J: sa nieujemnymi liczbami catkowitymi.

Zdefiniujmy wielomian P'(z) = P(z) — p,a”. Wtedy

P(Q(x)) = pn(Q(z))" + P'(Q(x)). (2)

P’(x) jest wielomianem stopnia co najwyzej n — 1, stad deg(P'(Q(x))) < n(n—1). Wynika z tego,
ze w celu wyznaczenia wspotczynnikéw ay, dla k > m —n = n(n — 1) wystarczy skupi¢ uwage na
wspOlcezynnikach wielomianu p,(Q(z))", czyli

A = Pn Z 914952 - - - 4, gdy n(n - 1) <k < 7’L2. (3)
jlij?"'aj’ﬂSq
Jitjet+...+in=Fk

Mamy a,2 = pnq, = ¢, = rppy. Liczby pn, ¢n, m sa r6zne od 0, zatem zachodzi réwnosc¢

PR+ (Prn)(rnPl)" _ (@70)(Pnbh)" _ o)1,
prany: PRaiT "
Identycznie uzyskujemy réwnoéé ¢"(m~HD+1 = pn(r=D+1 Wyktadnik n(n — 1) + 1 jest liczba niepa-
rzysta, wiec p, = @, = 7.

Niech teraz ¢ € {1,2,...,n — 1} i zalézmy, ze p; = ¢; = r; dla j > i. Wtedy, korzystajac z (3),
otrzymujemy

An(n—1)4i = Z Pn45455 - - - 45, = Z AnT5 Ty -+ - Tjp, =
J1:J25-:Jn SN J1,J25--,Jn SN
Jitjet.tin=n(n—1)+i Jitjzt.Fin=n(n—1)+i (4)
= Z TnPj1Pjg + - - Pjn -
J1:325-5Jn SN

Ji1+je+...+in=n(n—1)+i



Jedynymi sposobami przedstawienia liczby n(n—1)41i w postaci sumy j;+ jo+. . .+, nieujemnych
liczb catkowitych, z ktorych zadna nie przekracza n i nie wszystkie sg wieksze niz i, sg te, w ktorych
jeden sktadnik wynosi ¢, a pozostate sa rowne n. Takich przedstawien jest n, gdyz ¢ moze by¢

dowolng sposrdd liczb ji, ja, . .., Jn. ZalozyliSmy, ze p; = ¢; = r; dla j > ¢, wigc z réwnosci (4)
wynika
naniQZ_l - nCInriTZ_l = nTnpz'pZ_la

co wobec tego, ze p, = ¢, = r, # 0, pocigga za sobg réwnos¢ p; = q; = r;. To konczy dowdd kroku
indukcyjnego.

Pokazemy teraz, ze py = qo = ro. W przypadku gdy n > 1, wystarczy w tym celu rozwazy¢
wspotezynnik a,(,—1). Analizujac (2), widzimy, ze w wielomianie P'(Q(x)) wspotczynnikiem przy
2"~ jest p,_1q7, zatem Ap(n—1) jest suma p,_1q, i wspotczynnika przy 2”1 w wielomianie
Pa(Q(x))". Stad

_ n—1
CLn(n—l) = Pn—-14, + E Pnd1 455 - - - 45,
j17j2y-~~7jn<n
Jitjet.+in=n(n—1)

i analogicznie

n—1
An(n—1) = 4n-17, + Z AnTj1759 « -+ Tjn
J1,525--Jn <N
Ji+je+...+jn=n(n—1)

_ n—1
=Tp-1p, + Z TnPj1Pjs -+« Pjn-
jh.j%"wjngn
Ji+je+...+jn=n(n—1)

Wiemy, ze p; = ¢; = r; dla j > 0, wiec, podobnie jak poprzednio, dostajemy np,gog"~' =
ng,ror™ ' = nr,pop~t, skad py = qo = ro. Pokazali$my zatem, ze gdy n > 1, wielomiany P, Q
oraz R maja odpowiednie wspotczynniki rowne, wiec P = (Q = R.

Przypadek n = 1 wymaga oddzielnego rozwazenia. Jesli wielomiany P(x) = p1x + po, Q(x)
Gz + qo oraz R(x) = rix + 1o spelniaja warunki zadania, to, jak pokazaliémy wczesniej, p; =
¢ = r # 0. Poréwnujac wyrazy wolne wielomianoéw P(Q(x)), Q(R(x)) i R(P(x)) dostajemy
P19o + Po = p17o + qo = P1po + To, a stad tatwo uzyskujemy, ze py = qo = ro.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4.  Niech xq,xs, ..., x, bedg liczbami nieujemnymi, ktérych suma wynosi 1. Udowodnié,
Ze istniejq liczby ay, aq, . .., a, € {0,1,2,3,4} takie, Ze (a1, as,...,a,) # (2,2,...,2)
oraz

2 < a1y + AT + -+ Ay, < 2+ g

Rozwigzanie
Rozwazmy wszystkie mozliwe ciagi t = (t1, s, ..., t,) takie, ze t1,ts,...,t, € {0,1,2}. Jest ich
3"™. Dla kazdego z nich niech S; oznacza sume t1x1+1toxo+. .. +t,x,. Poniewaz liczby x1, o, ..., 2,

sg nieujemne i ich suma wynosi 1, wiec zachodzg nieréwnosci
O:OI1+0I2++O$n<5t<2$1+2$2++2$n:2

Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika, ze istnieja dwa rdzne ciagi b = (by, bs,...,b,) oraz ¢ =
(c1,¢o,...,cn) 0 wyrazach w zbiorze {0, 1,2} takie, ze odpowiadajace im sumy Sy, oraz S, naleza

) 3n2,1)7 [3712,17 3n4,1)7 [4714,17 3"671)7 R [2(33::15)7 2(33::13))7

2]. Bez zmniejszania ogdlnosci rozumowania mozemy zaltozy¢, ze Sy < Se 1 woéwcezas

do tego samego sposrdd 3" — 1 przedziatéw [0
[2(3n—3)
3n—-1

Pokazemy, ze warunki zadania spelnia ciag a = (aq, as, . . ., a,) okreslony wzorem
G/Z:2—|—Cl—bz dlai:1,2,...,n.

Kazdy z jego wyrazéw jest liczba ze zbioru {0,1,2,3,4}. Ponadto a # (2,2,...,2), gdyz ciagi b
i ¢ sg rozne. Zachodzi takze rownosé

Sa = Z(2+Ci — b))z = szi+zcixi _sz’xz’ =2+ Sc — Sh,
=1 i=1 i=1

i=1

2
-1

skad, wobec (1), dostajemy 2 < a1y + apTs + ... + @py < 2+ 35

Zadanie 5. Sfera  wpisana w  czworo$cian ABCD  jest styczna do  jego  $cian
BCD,ACD,ABD,ABC odpowiednio w punktach P,Q,R,S. Odcinek PT
jest Srednicq tej sfery, zas punkty A, Q',R',S" sq punktami przeciecia prostych
TATQ, TR, TS 2z plaszczyzng BCD. Wykazaé, ze A’ jest Srodkiem okregu
opisanego na trojkgcie Q'R'S'.

Rozwigzanie

Sposéb 1.

Niech © bedzie sferg wpisang w czworoscian ABC'D i niech O bedzie $rodkiem tej sfery. Po-
niewaz punkty A, T 1 A’ sg wspétiniowe oraz A # T, wiec istnieje jednokladno$é ¢ o srodku A
przeksztatcajaca punkt T na punkt A’. Niech ©; = ¢(0) i niech II bedzie taka ptaszczyzna, ze jej
obrazem w jednoktadnosci ¢ jest plaszczyzna BC'D. Wowezas plaszezyzny BC' D i I sa réwnolegte,



a ponadto T" € II. Skoro PT jest Srednica sfery © i ptaszczyzna BCD jest styczna do tej sfery
w punkcie P, to plaszczyzna II jest do niej styczna w punkcie T'. Zatem ¢(II) jest styczna do sfery
©(0) = ©; w punkcie (T) = A’

Rozwazmy przekrdj czworoscianu ABC D, plaszczyzny Il oraz sfer © i © ptaszczyzng AT(Q
(rys. 1.).

A
I T
Q
O
(1) B £ 2
Q1
©1

Rysunek 1.

Niech Z bedzie punktem przeciecia prostej AQ i ptaszezyzny BC D. Niech ponadto Q1 = ¢(Q).
Woéwezas Q1 jest punktem stycznosci prostej AQ i sfery Oy, zatem ZA' = ZQ1, czyli tréjkat Q1 Z A’
jest trojkatem réwnoramiennym. Zauwazmy, ze proste A'Qq i TQ sa rownolegte, gdyz pierwsza
z nich jest obrazem drugiej w jednoktadnosci ¢. Wynika stad, ze trojkaty QZQ oraz Q1 ZA’ sa
podobne, czyli trojkat QZQ)’ réwniez jest réwnoramienny. Zachodzg réwnosci:

AQ=AZ+2Q =QZ+2Q=QiQ=AQ ~AQ=k-AQ - AQ = (k—1)- AQ,

gdzie k jest skala jednoktadnosci ¢. W podobny sposéb pokazujemy, ze A’'R' = (k — 1) - AR
oraz A'S" = (kK — 1) - AS. Poniewaz proste AQ, AR oraz AS sa styczne do sfery © odpowiednio
w punktach @, R oraz S, wiec AQ = AR = AS. Zatem A'Q)' = AR = A'S’, czyli A’ jest $rodkiem
okregu opisanego na trojkacie Q'R’S".

Sposéb I1.

Wystarczy wykazaé, ze proste BA", CA’1 DA’ sg symetralnymi bokéw zawartego w plaszcezyzZnie
BCD trojkata Q'R'S’. Poniewaz dla wszystkich trzech prostych rozumowanie jest identyczne,
ograniczymy sie do pokazania, ze prosta BA’ jest symetralng boku R'S’. Dokonamy tego, wskazujac
na prostej BA" dwa rézne punkty réownoodlegte od punktéw R’ i S’. Jednym z nich jest punkt B,
a drugim rzut punktu 7" na ptaszczyzne BC'D w kierunku réwnolegtym do prostej AB.

Niech O bedzie srodkiem sfery wpisanej w czworoscian ABC'D. Poniewaz proste BP i BR sa
styczne do tej sfery odpowiednio w punktach P oraz R, wiec BP = BR. Wynika to z przystawania
trojkatow prostokatnych BOP i BOR. Niech X bedzie rzutem prostokatnym punktu B na plasz-
czyzne TPR (rys. 2.). Plaszezyzna ta jest prostopadia do ptaszezyzny BCD, a ich przecieciem
jest prosta PR'. Wynika stad, ze punkt X lezy na prostej PR'. Tr6jkaty prostokatne BXP i BXR
majg wspolng przyprostokatng BX i réwne przeciwprostokatne. Sg zatem przystajacei X P = X R.
Punkt X lezy na prostej PR’ zawierajacej przeciwprostokatng trojkata prostokatnego PRR' i jest
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rownoodlegty od dwoch jego wierzchotkéw: P i R. Jest wiec srodkiem okregu opisanego na tym
trojkacie, czyli srodkiem jego przeciwprostokatnej PR’. Punkt X jest takze spodkiem wysokosci
trojkata PBR' opuszczonej z wierzchotka B. Skoro wysoko$é ta potowi jego bok PR', to tréjkat
ten jest réwnoramienny, czyli BP = BR'. Analogicznie pokazujemy, ze BP = BS’. Wynika stad,
ze BR' = BS', co oznacza, ze punkt B lezy na symetralnej odcinka RS’

T

R :

B R’
Rysunek 2. Rysunek 3.

Niech ¥ bedzie ptaszczyzng zawierajaca punkt 7' i rownolegta do ptaszczyzny ABD. Ptaszczy-
zna ABD (a wiec takze i plaszczyzna X)) jest prostopadia do prostej OR, gdyz jest w punkcie R
styczna do sfery, ktorej srodkiem jest punkt O. Wynika stad, ze ptaszczyzny 3 i T'PR sa prostopa-
dte, gdyz ta ostatnia zawiera prosta OR. Niech Y bedzie rzutem punktu 7" na ptaszczyzne BC' D
w kierunku réwnolegtym do prostej AB, czyli takim punktem ptaszczyzny BCD, ze TY||AB.
Poniewaz punkt 7' nie lezy na prostej AB, wiec Y # B. Punkt Y lezy na ptaszczyznach BC'D
oraz ABT, wiec lezy na bedacej ich przecieciem prostej BA’. Punkt Y lezy takze na plaszczyznie
Y. Niech Z bedzie rzutem prostokatnym punktu Y na ptaszczyzne TPR (rys. 3.). Poniewaz Y
lezy na ptaszczyznie BC'D, ktoéra jest prostopadta do ptaszczyzny T PR, wiec Z nalezy do prze-
ciecia tych plaszczyzn, czyli do prostej PR'. Z prostopadiosci ptaszczyzn TPR i ¥ wynika z kolei,
ze skoro Y € ¥, to réwniez Z € ¥. Trojkat POR jest trojkatem réwnoramiennym, gdyz jego boki
OP i OR sa promieniami tej samej sfery. Proste zawierajace boki trojkata R'ZT sg prostopadte
do prostych zawierajacych boki trojkata POR: Prosta PO jest prostopadta do ptaszczyzny BC'D,
a wiec rowniez do zawartej w niej prostej R'Z. Prosta RP jest prostopadta do prostej T'R’, a pro-
sta OR jest prostopadta do prostej ZT', gdyz ta ostatnia zawarta jest w plaszczyznie ¥, a jak
wezesniej zauwazylisSmy, ptaszczyzna X jest prostopadta do prostej OR. Wynika stad, ze trojkaty
POR i R'ZT sa podobne, w szczegdlnosci tréjkat R'ZT jest rownoramienny i ZT = ZR'. Trojkaty
prostokatne Y ZT 1 Y ZR' sg przystajace, bo maja wspdlng przyprostokatng Y Z oraz ZT = ZR'.
Maja wiec rowne przeciwprostokatne, czyli YT = Y R'. Analogicznie pokazujemy, ze YT = Y5’
Wynika stad, ze YR’ = YS’, co oznacza, ze punkt Y lezy na symetralnej odcinka R'S’.

Wskazaliémy dwa rézne punkty lezace na prostej BA' i rownoodlegle od punktéw R i S'.
Zatem prosta BA’ jest polozong w plaszczyznie BC'D symetralng boku RS’ tréjkata Q'R'S’.
Analogiczne rozumowanie pokazuje, ze symetralnymi dwoch pozostalych bokow tego trojkata sa
proste CA" i DA’. Punkt A’ jest wiec srodkiem okregu opisanego na tréjkacie Q'R'S’.



Zadanie 6.  Niech n > 3 bedzie liczbg naturalng. Cigg liczb nieujemnych (co, ¢, ..., ¢,) spetnia
warunek
CpCs + CrCt = CpirCrps (1)

dla wszystkich p,r,s,t > 0 takich, ze p+r+ s+t =n. Wyznaczyé wszystkie mozliwe
wartosci ¢y, jesli c; = 1.

Rozwigzanie

Sposéb 1.

Pokazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 istnieje doktadnie jeden ciag spetniajacy
warunki zadania, a jedyna mozliwa warto$¢ ¢ wynosi 2 cos(m/n).

Zauwazmy, ze dla p = n oraz r = s = t = 0 warunek (1) przyjmuje postaé¢ c,co + c2 = ¢, co,
skad dostajemy c¢o = 0. Z kolei dla dowolnego k € {1,2,...,n}, z warunku (1) dlap =0, r = 1,
s=k—1,t=n—k wynika, ze cocr_1 + c1¢_ = c1Ck, czyli ¢ = cp. W szcezegdlnosci, dla k =n
dostajemy 0 = ¢y = ¢;,.

Niech d bedzie liczbg dodatnia, ¢ = 7 oraz niech ¢, = dsin(ky) dla k& = 0,1,...,n. Poka-
zemy, ze tak zdefiniowany ciag (¢, ¢, ..., c,) spelnia warunek (1). W tym celu wystarczy dowiesé
tozsamosci trygonometrycznej

sin asiny 4 sin fsin § = sin(a + §) sin(5 + 7), (2)
dla a + B+ v+ 0 = 7. Przeksztalcajac lewa strone tozsamosci, mamy

2sinasiny 4+ 2sin Gsind = cos(a — ) — cos(a + ) + cos(f — 0) — cos(5 + 9)
= cos(a —7)+ cos(f —0)
= cos(a —7) —cos(a + 23 +7)
2sin(a + 0) sin(B + 7).

Korzystalismy tu kilkakrotnie z tozsamosci 2sin asin § = cos(a — ) — cos(a + [3) oraz z faktu,
ze a+ [+ v+ =mn. Zatem dowiedlismy (2).
Przyjmujac d = s Otrzymujemy ¢ = loraz ¢, > 0dla k = 0,1,...,n, a wtedy ciag
(ch, c, ..., ) spelnia wszystkie warunki zadania. Uzasadnimy, ze jest to jedyny taki ciag.
Przypusémy, ze d = (dy, dy, . .., d,) jest ciagiem liczb nieujemnych spelniajacym warunki nato-
zone na ciag ¢ = (co, c1,...,¢,), ale d # c. Podstawiajac w (1) p = s = 1 oraz t = n—r —2 i korzy-
stajac z wezesniej udowodnionej zaleznosci ¢, = ¢, otrzymujemy c,% 1 =1+ cnro = 1+cCrpo.

Z tego wynika, ze ¢, 1 > 1 oraz

c c 1
M:l—? dlal<r<n-2 (3)
Cri1/Cr Cry1
Ponadto, jezeli znamy cy, to pozostate wyrazy c,, dlar = 3,..., n, sa wyznaczone jednoznacznie.

Skoro d # ¢, mozemy zatem zalozy¢, ze dy > ¢y (przypadek ds < cs jest analogiczny). Uzasadnimy
indukcyjnie, ze wtedy d;’% > =t oraz dyg > ¢ppp dla 0 <7 <.

Dla r = 1 obie nieréwnosci sg spetnione, bo d; = ¢; = 1. Zalézmy, ze nieréwnosci te spetnione
sa dla pewnego r > 1. Wtedy z zaleznosci (3), analogicznej zaleznosci dla ciagu d oraz korzystajac
z zatozenia indukcyjnego, otrzymujemy

dr+2/dr+1 _1_ 1 - q1_ 1 . Cr+2/Cr+1

2 2 - :
dr-i-l/dr dr+1 Cri1 Cr+l/cr



Stad i z faktu, ze wyrazy ciagu d (poza skrajnymi) sa dodatnie, mamy

dyyo . dT+2/dr+1 dyiq Cr+2/cr+1 Cr41 > Cr+2
dr+1 d’r’+1/d7‘ dr CT+1/CT Cr Cr41

oraz d, o = 3’“—:? cdpyq > E“ﬁ - Cpy1 = Cpia, €O konczy dowod kroku indukcyjnego.
Uzyskalismy d,11 > ¢,11 dla 0 < r < n, ale to prowadzi do sprzecznosci, bo d,, = 0 = ¢,,. Zatem
istnieje najwyzej jeden ciag speliajacy warunki zadania.

Wobec powyzszych rozwazan, jedyng mozliwg wartoscig ¢y jest Ssiﬁl((zf/g = 2cos(m/n).

Sposéb 11.

Stosujac warunek (1) dla p = n oraz r = s = t = 0 otrzymujemy ¢, ¢y + ¢2 = ¢,¢p, czyli ¢p = 0.
Nastepnie w (1) podstawiamy ¢ = 0 oraz p = s = [ < n/2, r = n — 2l. Otrzymujemy ¢ = ¢2_,,
czyli ¢ = ¢y, gdyz ¢j,cny 2 0. Z koleidlap =1, r =k -2, s =1,t = n — k uzyskujemy
tozsamos¢

l+cpero=ch, dlak=23...n. (4)

Zatemc; > 1dlai =1,2,...,n—1. Gdyby zachodzita nieréwnosc¢ co > 2, woéwczas prosty argument
indukcyjny, oparty na wynikajacej z (4) réwnosci ¢, = %(ck_l +1), pokazalby, ze ¢ > ¢;_1+1
dla k = 1,2,...,n, czyli cilag (cx) bylby rosnacy, co przeczy temu, ze ¢y = ¢,. Zatem ¢y < 2.
Z warunku (4) ptynie jeszcze jeden wniosek: Skoro cg =0, ¢y =loraz¢; > 1dlai=1,2,...,n—1,
zatem jezeli ustalimy liczbe ¢y, to warunek (4) jednoznacznie wyznacza pozostate wyrazy ciagu.

Narysujmy na ptaszczyznie trojkat AgAi;As o bokach AgA; = 1, AjAy = 1 oraz AgAs = co.
Taki tréjkat istnieje, gdyz |1 — 1] = 0 < ¢ < 2 = 1 4 1. Opiszmy na nim okrag o o srodku
O i rozwazmy punkty As, A4, ..., A, lezace na okregu o takie, ze katy skierowane < A;OA; 1 sa
rowne. Wykazemy indukcyjnie, ze ¢, = AgAr dla k = 0,1,...,n. Dla k = 0,1, 2 teza zachodzi.
Zatézmy, ze zachodzi ona dla kazdego | < k. Jezeli czworokat AgA;Ax 1Ay jest wypukty, to
stosujac twierdzenie Ptolemeusza dostajemy AgA; - Ap_1Ar + AgAg - A1Ar_1 = AgAr_1 - A1 Ay,
czyli 1+ AgAg - cp_o = c4_,. R6wnosé ta zachodzi réwniez wtedy, gdy czworokat AgA; A 1Ay
jest zdegenerowany i A, = Ay. Zatem gdy czworokaty AgAi;AsAsz, AgA1As3Ay, ..., AgA1Ar 1Ay
sa wypukle (lub zdegenerowane) to ¢, = AgAy.

Rozwazmy dwa przypadki ze wzgledu na miare kata AgOA;.

1. Jesli < Ao0A; < 2m/n, to czworokat AgA1 Ax_1 Ay jest wypukly dla kazdego k € {3,4,...,n}
(lub Ay, = Ay, gdy k = n oraz <Ao0A; = 27/n) i wtedy ¢ = AgAy dla k =0,1,2,...,n.
Jednoczesnie 0 = ¢y = ¢, = ApA,, czyli Ay = A,,, co oznacza, ze <A OA; = 27 /n, a zatem
¢ jest dlugodcig najkrétszej przekatnej w n—kacie foremnym.

2. Jedli < AgOA; > 27/n, to dla pewnego m € {1,2,...,n— 1} punkt Ay znajduje si¢ wewnatrz
kata A,,OA,,+1 lub Ay = A,,. W obydwu tych wypadkach AyA,, < 1. Wybierzmy najmniej-
sze takie m. Wowczas dla k < m odpowiednie czworokaty AgA;Ax_1Ax sa wypukle, zatem
AoA,, = ¢ 2 1. Otrzymana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze ten przypadek nie zachodzi.

Podsumowujac, dla ustalonego n, jezeli istnieje ciag spetniajacy warunki zadania, to jest tylko
jeden i wyraza sie wzorem ¢ = AgAg dla k =0,1,...,n, gdzie Ag, Ay, ..., A,_1 s wierzchotkami
n—kata foremnego o boku 1. Pozostaje sprawdzi¢, ze tak zdefiniowany ciag spetnia zaleznosé (1).

Jezeli liczby caltkowite p,r, s,t sa dodatnie i p +r + s +t = n, to z twierdzenia Ptolemeusza
dla czworokata AoApA,+rAyyris, ktory jest wpisany w okrag opisany na rozwazanym n-kacie,
otrzymujemy

AOAp : AerrAerrJrs + ApAerr : AOAerrJrs = AOA;D+7“ : ApAp+r+s:



a stad, poniewaz n—kat jest foremny,
AOAp : AOAS + AOAT : AOAt = AOAp—i-r : AOAT'+57 (5>

czyli warunek (1) jest speliony dla dodatnich p,r, s, t. Latwo sprawdzié, ze zalezno$é (5) jest
prawdziwa rowniez w przypadku, gdy przynajmniej jedna z liczb p,r,s,t jest rowna 0. Ponadto
kazdy wyraz ¢, = ApAy jest nieujemny, zatem rozwazany cigg spelnia zalozenia zadania.

7 powyzszych rozwazan wynika, ze co jest dhugoscia najkrotszej przekatnej w n—kacie foremnym
o boku 1, czyli ¢o = 2 cos(m/n).

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



