LXI Olimpiada Matematyczna

Rozpoczyna sie 61 Olimpiada Matematyczna. Zachecamy uczniow szkot srednich do wziecia
udzialu w niej.

Zawody sa trdojstopniowe. Uczestnikiem Olimpiady staje sie kazdy uczen, ktory przysle
rozwiazanie co najmniej jednego zadania. Do zakwalifikowania sie do zawodow drugiego stop-
nia nie jest konieczne rozwiazanie wszystkich zadan pierwszego stopnia. Zadania nalezy roz-
wiazywacé samodzielnie, cho¢ mozna zadawaé pytania innym osobom, réwniez nauczycielom, w
celu wyjasnienia watpliwosci. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci komitet okregowy
podejmie odpowiednie kroki az do dyskwalifikacji wtacznie. Rozwiazania zadan nalezy przestaé
listem poleconym do komitetu okregowego wlasciwego dla adresu szkoty. Uczestnicy uczacy
sie za granica przesylaja swe prace do komitetu okregowego w Warszawie. Zachecamy do za-
poznania sie z regulaminem, w ktérym sa pelniejsze informacje o Olimpiadzie. Regulamin
i inne informacje o Olimpiadzie, réwniez zadania, mozna znalezé na stronie internetowej:
http://www.om.edu.pl. Tam znajduja sie aktualne adresy komitetéw okregowych Olim-
piady.

Zawody I stopnia: 1.09-30.09.09, 1.10-31.10.09, 1.11-30.11.09.
Zawody II stopnia: 19 i 20 lutego 2010 r
Zawody III stopnia: 21 i 22 kwietnia 2010 r.

Uczestnicy finatlu dostana maksymalna ocene z matury z matematyki (szczegbly w komu-
nikatach dyrektora Centralnej Komisji Egzaminacyjnej dostepnych na stronie internetowe;j:
http://www.cke.edu.pl) i prawo wstepu na wiele wyzszych uczelni zgodnie z decyzjami ich
senatow.

Najlepsi uczestnicy beda reprezentowaé Polske na LI Miedzynarodowej Olimpiadzie Ma-
tematycznej, IV Srodkowoeuropejskiej Olimpiadzie Matematycznej i XXI Zawodach Paristw
Battyckich.

Wielu Waszych starszych kolegéw, ktorzy uczestniczyli w zawodach w latach
poprzednich, osiaga dzis$ dzieki Olimpiadzie pomys$lne wyniki w studiach wyzszych
lub w pracy naukowej. Wielu uzyskato tytul naukowy profesora.



LXI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (1 wrzesnia - 30 wrzesnia 2009r.)

1. Wyznaczy¢ wszystkie pary (z,y) liczb rzeczywistych dodatnich, spetniajacych réwnanie

(xQOlO _ 1)(y2009 1) = (xzoog _ 1)@2010 —1).

2. Dany jest trojkat ABC, w ktorym AC = BC. Na odcinku AC' wybrano punkt D,
ktoéry nie jest wierzchotkiem trojkata ABC. Punkt S jest érodkiem okregu opisanego na
trojkacie ABD. Wykazaé, ze punkty B, C, D, S leza na jednym okregu.

3. Dwa ciagi skonczone bedziemy nazywaé¢ zgodnymi, jezeli jeden z nich powstal przez
usuniecie z drugiego dwoch identycznych, sasiadujacych ze soba segmentow. Na przyktad
zgodne sa ciagi (1,2,3,2,3,4) i (1,4), jak réwniez (1) i (1,1,1,1,1), natomiast nie sa
zgodne ciagi (2,2,2,2,2) i (2,2), ani (1,4) i (1,2,3,3,2,4). Operacja segmentowania
nazwiemy zastapienie ciagu przez ciag z nim zgodny. Dowies¢, ze z kazdego skonczonego
ciagu liczbowego mozna otrzymac, za pomoca pewnej liczby operacji segmentowania,
ciag niemalejacy.

4. Liczba 2 nalezy do zbioru A, ktéry spetlia nastepujacy warunek: Dla kazdej liczby
rzeczywistej x € A, jezelix #0ix # 1, to

r+1 2 — 1
€ A oraz
T r—1

€ A

Dowies¢, ze A zawiera wszystkie liczby wymierne wieksze od 1.

Rozwiqzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wystacé li-
stem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlaSciwego terytorialnie dla szkoly,
najpozniej dnia

30 wrze$nia 2009r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie pdéZniejszym nie bedq rozpa-
trywane.



LXI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego

IT seria (1 pazdziernika - 31 pazdziernika 2009r.)

5. Dany jest czworoscian ABC D, ktorego Sciany sa trojkatami ostrokatnymi. Na prostej
[ lezy érodek sfery wpisanej oraz $rodek sfery opisanej na czworoscianie. Udowodnié, ze
jesli prosta [ przecina odcinek AB, to <ACB = <ADB.

6. Dana jest liczba pierwsza p # 5 oraz takie liczby catkowite a, b, ¢, ze p jest dzielnikiem
obu liczb a + b+ c i a® + b° + ¢®. Wykazaé, ze co najmniej jedna z liczb a? + b% + ¢2,
a® + b3 + ¢ jest podzielna przez p.

7. Trojkat ABC, w ktorym xACB > 90°, wpisany jest w okrag o srodku S. Prosta C'S
przecina odcinek AB w punkcie D. Udowodnié, ze jezeli

AC+ BC =2CS,
to okregi wpisane w trojkaty ADC i BDC' maja rowne promienie.

8. Dowies¢, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ i liczby catkowitej n > 1
zachodzi nierownos¢

CLn+1 bn+1 c

N +"+1><a”+b”+cn>7\/m
b+c c+a a+b” \b+c c+a a+b 3 ’

Rozwiqzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wystacé li-
stem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlaSciwego terytorialnie dla szkoly,
najpozniej dnia

31 pazdziernika 2009r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie pdéZniejszym nie bedq rozpa-
trywane.



LXI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodOow stopnia pierwszego

I1T seria (1 listopada - 30 listopada 2009r.)

9. Niech Ny oznacza zbidr liczb catkowitych nieujemnych. Funkcje f, g: Ny — Ny spelniaja
dla kazdego n € Ny warunek

g9(f(n)) = g(n) —n.

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci f(0).

10. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych istnieja parami rézne liczby catkowite

dodatnie
1,02, ...,0,,01,b9,...,b,,
spetniajace warunki:
ap+as+...+a,=by+byg+...+b, oraz a;-az-...-a,=by-by-...-b,.

11. Czworokaty wypukte ABC'D i PQ RS maja jednakowe pola. Ponadto spetnione sa row-
nosci:
AB=PQ, BC=QR, CD=RS, DA=SP.
Dowie$é, ze istnieja takie punkty P, Q’, R', S’ lezace na tej samej plaszczyznie co czwo-
rokat ABCD, ze
AP'=BQ =CR =DS
i czworokaty P'QQ’R'S’ i PQRS sa przystajace.

12. Gracze K i F graja w c—fasolki, gdzie c jest liczba rzeczywista dodatnia. Gracz K po-
siada na poczatku n > 2 pustych kubkéw. W kazdej rundzie wskazuje dowolne dwa
roztaczne, niepuste zbiory kubkéw. Nastepnie F' wybiera jeden ze zbioréw wskazanych
przez K i doktada po jednej fasolce do kazdego z kubkow w tym zbiorze. Gra konczy
sie w momencie wybranym przez K, przy czym liczba rund nie moze przekroczy¢ cn. K
wygrywa, gdy po zakonczeniu gry w kazdym kubku znajduje sie inna liczba fasolek, w
przeciwnym razie wygrywa F. Wyznaczy¢ wszystkie liczby ¢ o nastepujacej wlasnosci:
dla kazdego n > 2 gracz K ma strategie zapewniajaca mu zwyciestwo w c—fasolki.

Rozwiqzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jednostronnie) nalezy wystacé li-
stem poleconym na adres komitetu okregowego Olimpiady wlaSciwego terytorialnie dla szkoly,
najpoiniej dnia

30 listopada 2009r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwiqzania przestane po tym terminie nie bedq oceniane.



