LXI Olimpiada Matematyczna

Rozwiazania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego

I seria (1 wrzesnia — 30 wrze$nia 2009r.)

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie pary (x,y) liczb rzeczywistych dodatnich, spelniajacych réw-

nanie
(xzolo . 1)(3/2009 . 1) _ (xzoog . 1)(y2010 . 1). (1)

Rozwiazanie

Sposob 1.

Roéwnanie (1) jest spelnione, gdy = 1 lub y = 1. Dalej bedziemy zakladaé, ze x,y # 1.
W takim razie mozemy podzieli¢ obie strony réownania przez (x — 1)(y — 1) # 0. Otrzymujemy
wtedy réownanie

(22 4 e+ D)% 4y + ) =% e+ D)+ g+ 1),
ktore jest réwnowazne nastepujacemu:
p009(2008 |y 1) = 200952008 Ly gy ),

Z zatozenia zadania x,y > 0, mozemy zatem podzieli¢ obie strony powyzszego roéwnania przez

229092009 " Otrzymamy wtedy
1 1 1 1 1 1

Udowodnimy, ze jezeli para (x,y) spelia réwnanie (2), to x = y. Istotnie, jezeli x > y > 0 to dla
kazdego n dodatniego min < y% i w konsekwencji

1 1 1 1 1 1

Ta sprzecznos¢ dowodzi, ze nie moze by¢ x > y. W petni analogicznie dowodzimy, ze nier6wnos¢
0 < x < y takze nie moze zajs¢. Stad x = y.

Latwo sprawdzimy, ze jesli x = y, to réwnanie (1) jest spelnione. Rozwiazaniami sa zatem
wszystkie pary (z,y) postaci (1,a), (a,1) lub (a,a), dla pewnej liczby rzeczywistej dodatniej a.

Sposob 11.
Podobnie jak w sposobie I, zaktadamy, ze x,y # 1. Rozwazmy funkcje f, okreslona na zbiorze
liczb rzeczywistych dodatnich R, nastepujacym wzorem:

2010 _
2009 dla t = 1,

ft) =

t2010_1



Roéwnanie (1) przyjmuje wtedy postaé

f(x) = f(y). (3)

Wykazemy, ze funkcja f jest réznowartosciowa, co da wniosek, ze jedynymi rozwiazaniami réwnania
(3) sa pary (x,y), w ktorych = = y.
Zauwazmy, ze

hmf(t)—limtmm_l 441 2010

t—1 t—>1t2009—1:tgrllt2008+...+t+1—2009—f(1)’

zatem funkcja f jest ciagta. Aby dowie$¢ réznowartosciowosci tej funkcji, wystarczy wykazac, ze
jej pochodna ma staty znak na zbiorze R, \{1}. Istotnie,

f/(t) . t2010 —1 / B (t2010 _ 1)/(t2009 _ 1) _ (t2010 o 1)(t2009 . 1),
— \po00 1) T (12009 —1)2

2010t2009(t2009 _ 1) _ (t2010 _ 1)2009t2008

(2009 —1)2
£2008 (2010 _ 9010 (¢ — 1) — 1)
- (12009 _ )2 :

Podstawiajac ¢ =t — 1 oraz n = 2010 do nieréwnos$ci Bernoulliego
(14+0)">1+nc,

prawdziwej dla ¢ > —1,¢ # 0 oraz n > 1, otrzymujemy ¢*°1° > 1 +2010(¢ — 1), zatem f'(t) > 0 dla
t >0, t+# 1. Jedynymi parami speliajacymi réwnanie (3) sa wiec pary postaci (a,a) dla a > 0,
co daje znoéw odpowiedz (1,a), (a,1) lub (a,a), dla dowolnego a rzeczywistego dodatniego.

Zadanie 2. Dany jest trojkat ABC, w ktérym AC' = BC. Na odcinku AC' wybrano punkt D,
ktory nie jest wierzchotkiem trojkata ABC. Punkt S jest sSrodkiem okregu opisanego
na trojkacie ABD. Wykaza¢, ze punkty B, C, D, S leza na jednym okregu.

Rozwiazanie

Kat wpisany BAD oraz kat $rodkowy BS D sa oparte na tuku B D okregu opisanego na tréjkacie

ABD. Ponadto kat BAD jest ostry, wiec punkty A i S leza po tej samej stronie prostej BD. Stad

<BSD =2 BAD.



Widzimy zatem, ze
SBCD + 4BSD = 4BCA+29BAD = 4BCA+ <CAB + <ABC = 180°.

Skoro punkty A i S leza po tej samej stronie prostej BD, punkt C' lezy po innej jej stronie, niz
punkt S. To dowodzi, ze na czworokacie BC'DS mozna opisa¢ okrag, czyli punkty B,C, D, S leza
na jednym okregu. O

Zadanie 3. Dwa ciagi skonczone bedziemy nazywac¢ zgodnymi, jezeli jeden z nich powstat przez
usuniecie z drugiego dwoch identycznych, sasiadujacych ze soba segmentow. Na przy-
ktad zgodne sa ciagi (1,2,3,2,3,4) 1 (1,4), jak rowniez (1) i (1,1,1,1,1), natomiast
nie sa zgodne ciagi (2,2,2,2,2)1(2,2), ani (1,4) i (1,2, 3,3,2,4). Operacja segmen-
towania nazwiemy zastapienie ciagu przez ciag z nim zgodny. Dowies¢, ze z kazdego
skonczonego ciagu liczbowego mozna otrzymac, za pomoca pewnej liczby operacji
segmentowania, ciag niemalejacy.

Rozwiazanie

Bedziemy w skrocie zapisywaé (a) ~ (b), jezeli ciagi (a) i (b) sa zgodne. Jezeli natomiast z
jednego z nich mozna otrzymac¢ drugi za pomoca pewnej liczby operacji segmentowania, bedziemy
pisa¢ (a) < (b). Zauwazmy, ze

(.o,zy,. )~y y,x,y,z,. )~ (o, y, X, )~ (Y, T, ),

Zatem (...,x,y,...) <> (...,y,x,...). Innymi stowy, za pomoca trzech operacji segmentowania
mozemy zamieni¢ miejscami dowolne dwa sasiednie elementy ciagu.

Dalsze rozumowanie przeprowadzimy indukcyjnie ze wzgledu na liczbe elementow ciagu. Kazdy
ciag jednoelementowy jest niemalejacy, wiec spetnia warunki zadania. Zatézmy, ze kazdy ciag n-
elementowy mozna przeprowadzi¢ zgodnie z regutami w ciag niemalejacy.



Rozwazmy dowolny ciag (n + 1)-elementowy (z1,xo, ..., g, M, Ty, Tpao, ..., Ty), gdzie M
jest najwieksza liczba w tym ciagu (lub jedna z najwiekszych, jesli takich jest wiecej). Na mocy
wezesniej dowiedzionego faktu, zachodza relacje:

(xla s 7xk7M7xk+17 s 7xn) = (33'1 <o 7xk7xk+17M7xk+2a s 7xn)

= (T Th Thgrs Thgos M, Tpgs o, )

—

e (33'1,.%'2, c. .,l’n,M)
(gdy segment (zyi1,...,x,) jest pusty, rozumowanie jest nadal poprawne). Na mocy zalozenia
indukcyjnego, ciag (z1,zs,...,x,) mozna przeprowadzi¢ w ciag niemalejacy, zatem jest to row-
niez mozliwe dla ciagu (z1, xs, ..., z,, M), gdyz obecnosé ostatniego elementu nie ma wpltywu na
przebieg operacji na ciagu (z1, xs, ..., x,). To konczy krok indukecyjny. O



Zadanie 4. Zbior A spelnia nastepujacy warunek: Dla kazdej liczby rzeczywistej x € A, jezeli

r#0ix#1,to

r+1 20 — 1
€ A oraz
T r—1

€ A

Udowodni¢, ze jezeli 2 € A, to A zawiera wszystkie liczby wymierne wieksze od 1.
Rozwigzanie
Sposéb 1.
Zal6ézmy, ze teza zadania nie jest spetniona. Przedstawmy wszystkie liczby wymierne wigksze

od 1 i nie nalezace do A w postaci utamkéw. Wybierzmy sposrod nich taki, ktéry ma najmniejszy
licznik. Niech bedzie to g. Jest jasne, ze g # 2, gdyz 7z warunkéw zadania 2 € A. W takim razie

p—2q#0.
Zauwazmy, ze

4 41 9.P=¢ _ 1
g — P oray 22 ~_P
q q pb—q __ q
P—q P—2q
Zatem jesli g ¢ A, to do zbioru A nie moze naleze¢ zadna z liczb ﬁ, ﬁ (nietrudno sprawdzi¢,

ze obie sa rézne od 01 1). Odnotujmy nastepujace dwa fakty:
o Jesli 1 <£ <2, %0 4 >1oraz 0 < ¢ <p.

° Jes’li§>2,toﬁ>1oraz0<p—q<p.
Wnhioskujemy stad, ze jezeli g > 1 oraz g ¢ A, to istnieje utamek o wartosci wiekszej niz 1, liczniku
mniejszym niz p, ktérego wartosé nie jest elementem zbioru A. Jest to jednak sprzeczne z wcze-
$niejszym zatozeniem, ze p jest najmniejszym mozliwym licznikiem takiego utamka. Otrzymana

sprzecznos¢ dowodzi tezy zadania. O
Sposob 11.
JeélixeA,x>1to””T+1€A,%H>1oraz
9.z+l 9
r+2=—"7>3—¢€A
+ z+l g

T

Zatem, na mocy indukcji, dla dowolnego x > 0 prawdziwa jest implikacja:
r+l,x+2€A=ax+te A dla wszystkicht=1,2,.... (1)

Za pomoca indukcji wzgledem n udowodnimy, ze dla dowolnego n catkowitego dodatniego
prawdziwe jest nastepujace zdanie:

k
— € A dla kazdego catkowitego k > n. (2)
n

Zauwazmy, ze 3 = % € A. Poniewaz takze 2 € A, na podstawie (1) wnioskujemy, ze zdanie
(2) jest prawdziwe dla n = 1.

Zat6zmy indukeyjnie, ze (2) zachodzi dla wszystkich n < ny. Udowodnimy, ze jest ono praw-
dziwe rowniez dla nyg.



Przy naszym zalozeniu indukcyjnym =2, ”0—:” € Adlan < ng (wstawiamy k = ng > n, lub

odpowiednio k = ng +n > n). Wtedy do zbioru A naleza réwniez liczby

%+1_n+1 2~"0ni—1_n_|_2
m T oraz TS .

n n

Zatem, na mocy (1), dla dowolnego t catkowitego dodatniego (i dla wszystkich n < nyg)

n tn n
Dopp= ot
o o

€ A

Kazda liczba k > ngy niepodzielna przez ng moze by¢ zapisana w postaci tng + n, gdzie t > 1,
0 < n < ng sa liczbami catkowitymi. Jesli zas liczba k jest podzielna przez ng, to n—ko jest liczba
catkowita dodatnia, o ktorej juz wiemy, ze nalezy do A. Udowodniliémy wiec teze indukcyjna, a
tym samym dowiedliSmy prawdziwosci (2). Zdanie (2) jest réwnowazne tezie zadania, co konczy
dowod. O

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl



LXI Olimpiada Matematyczna

Rozwiazania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego

IT seria (1 pazdziernika — 31 pazdziernika 2009r.)

Zadanie 5. Dany jest czworoscian ABC D, ktorego Sciany sa trojkatami ostrokatnymi. Na pro-
stej [ lezy érodek sfery wpisanej oraz srodek sfery opisanej na czworoscianie. Udo-
wodnié, ze jesli prosta [ przecina odcinek AB, to <ACB = <ADB.

Rozwiazanie

Sposob I.

Niech S'i O oznaczaja odpowiednio $rodek sfery wpisanej i opisanej na czworos$cianie ABCD.
Oznaczmy przez P punkt przeciecia prostej [ z odcinkiem AB. Punkty S¢ i O¢ sa rzutami pro-
stokatnymi punktow S i O na ptaszczyzne ABC, a punkty Sp i Op — ich rzutami na ptaszczyzne
ABD. Jest jasne, ze S¢, Sp sa punktami stycznodci sfery wpisanej w czworoscian ABC' D do Scian
ABC' i ABD, za$ punkty O¢, Op sa $rodkami okregéw opisanych na trojkatach ABC i ABD.

D

C

Punkty P, Se, Oc sa wspotliniowe jako rzuty protopadte punktow wspotliniowych. Podobnie



punkty P, Sp,Op. Wobec tego, na mocy twierdzenia Talesa, zachodza réwnosci

PO PS PO PS

00 SSe ™ 00, 55,

Obydwa odcinki SS¢ 1 SSp sa promieniami sfery wpisanej w czworo$cian ABC' D, wiec maja réwna
dhugos¢. Stad OO¢ = OO0p.

Niech R bedzie promieniem sfery opisanej na czworoscianie ABC'D oraz h = OO¢g = OOp.
Z twierdzenia Pitagorasa, promienie okregéw opisanych na trojkatach ABC oraz ABD maja jed-
nakowe dhugosci, réwne r = v/ R? — h?. Stad, na mocy twierdzenia sinuséw,

AB
sin xACB = o = sin <ADB.
r

Z zalozenia zadania obydwa te katy sa ostre, zatem ich miary sa réwne. O

Sposob I1.

Zdefiniujmy punkty S i O tak jak w sposobie 1. Poniewaz prosta [ przecina odcinek AB, punkty
A, B, S, O leza na jednej pltaszczyznie. Niech bedzie to ptaszczyzna II.

Ptaszczyzny ABC' i ABD sa symetryczne wzgledem II, poniewaz S € II. Wobec tego II jest
dwusieczna kata dwusciennego pomiedzy tymi ptaszczyznami. Co wiecej, O € II, wiec sfera opisana
na czworoscianie jest réwniez symetryczna wzgledem II.

Okregi opisane na trojkatach ABC i ABD sa odpowiednio czesciami wspolnymi ptaszcezyzn
ABC' i ABD oraz sfery opisanej na czworoscianie, wiec rowniez sa symetryczne wzgledem I, czyli
sq przystajace.

Katy ACB i ADB sa ostrymi katami wpisanymi, opartymi na przystajacych tukach dwoch
przystajacych okregéow. Stad wnioskujemy, ze SACB = SADB. O

Zadanie 6. Dana jest liczba pierwsza p # 5 oraz takie liczby catkowite a, b, ¢, ze p jest dzielnikiem
obu liczb a +b+c i a® + b° + ¢®. Wykazaé, ze co najmniej jedna z liczb a® + b? + ¢,
a® 4+ b® + ¢ jest podzielna przez p.

Rozwiazanie

Sposob I.

Dla dowolnych liczb a, b, c prawdziwa jest nastepujaca tozsamosc:
5(a® +b* + ) (a® + b* + ) =
=6(a” +b° + ) + (2ab* + 2ab + 2bc® + 2b%c + 2ca® + 2c%a — a® — b* — ¢ — 6abe)(a + b + ).

Z zatozenia prawa strona rownosci jest liczba podzielna przez p. Ponadto p # 5, wiec liczba

(a® +V* + ) (a® + b® + ¢?) dzieli sie przez p, z czego wynika teza. O
Sposob I1.
Z warunkéw zadania wynika, ze ¢ = —(a + b) (mod p), zatem

0=2(a®+b" — (a+b)°) = —5ab(a + b)(a* + b* + (a + b)?) = babe(a® +b* +¢*)  (mod p).

Jezeli p dzieli a® +b*+c?, to teza zadania jest spetniona. W przeciwnym przypadku, p dzieli iloczyn
Sabc. A poniewaz p # 5, to p dzieli przynajmniej jedna z liczb a, b, c. Zatézmy wiec, bez straty
ogélnosci, ze jest to liczba a. Wtedy liczby a® oraz b + ¢ dziely sie przez p. Wobec tego liczba

a4 (b+c)(b* —bc+c*) =a® + b 4 ¢

8



jest réwniez podzielna przez p, zatem i w tym przypadku teza jest speliona. O

Zadanie 7. Trojkat ABC, w ktorym s ACB > 90°, wpisany jest w okrag o srodku S. Prosta
C'S przecina odcinek AB w punkcie D. Udowodnié, ze jezeli

AC + BC =2C'S,

to okregi wpisane w trojkaty ADC i BDC maja réwne promienie.
Rozwiazanie

Sposdb 1.

Rozwazmy prosta [ || AB, przechodzaca przez S. Niech P i Q beda punktami przeciecia prostej
AB z dwusiecznymi katow ACD i BCD, zas E i F odpowiednio punktami przeciecia prostej [
z tymi dwusiecznymi. Przez A’, B, C' oznaczmy punkty symetryczne odpowiednio do punktéow
A, B, C wzgledem punktu S.

Wybierzmy takie punkty M i N na odcinku CC’, ze CM = AC oraz CN = BC. Prosta
CFE jest symetralna odcinka AM, jako dwusieczna kata ACM trojkata rownoramiennego AC'M.
Ponadto prosta [ jest symetralna odcinka AB’, zatem punkt E jest srodkiem okregu opisanego na
trojkacie AB’M. Analogicznie dowodzimy, ze punkt F jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie
A'BN.

Z warunkéw zadania wynika, ze CM+CN = CC’. Stad SM = SN, wiec trojkat A’BN jest ob-
razem trojkata AB'M w symetrii rodkowej wzgledem punktu S. Okregi opisane na tych trojkatach
leza wiec symetrycznie wzgledem S. To dowodzi, ze SE = SF. Stad, na mocy twierdzenia Talesa,
DP = DQ.

C
C
4 P D Q B
N

l
OA OB
TA B

P D Q

Oznaczmy odpowiednio przez O, i Op srodki okregéw wpisanych w trojkaty ADC i BDC,
oraz przez r oraz rg promienie okregéw wpisanych w te tréjkaty. Punkt O 4 lezy na odcinku PC,
a Op lezy na odcinku C'Q). Na mocy twierdzenia o dwusiecznej, zastosowanego do dwusiecznych
katéw CDP i CDQ), zachodza nastepujace rownosci:

COyn CD CD COpg
PO, DP DQ QOp’

9



Z otrzymanych proporcji wynika, ze O4O0p || PQ, co prowadzi do wniosku r4 = rpg, czyli do
tezy. ]
Sposob I1.

Niech P, (@ beda zdefiniowane jak w sposobie I. Oznaczmy o« = < BAC' i § = < ABC. 7 warun-
kow zadania oraz twierdzenia sinuséw, otrzymujemy

BC  AC

505 T20s = ()

sina + sin 3 =

Na mocy twierdzenia o dwusiecznej, zastosowanego do trojkata ACD,

Ch CA CD+CA CA+CD
DP ~ AP DP+AP  AD

Niech M bedzie srodkiem odcinka AC. Wtedy

JACD =90° — <CSM = 90° —

4/1250 P

Analogicznie < BC'D = 90° — a. Na mocy twierdzenia sinuséw dla trojkata AC' D, otrzymujemy

CA+CD sin YADC +sin <CAD  sin(90° —a + §) +sina

AD sin xAC'D B sin(90° — f3)
~cos(a— ) +sina  cosacosf +sinasing +sina
B cos 3 N cos 3 N
_ cosacos 3+ sina(l + sin 3)
N cos 3 '

Po zastosowaniu powyzszych réwnosci oraz (1),

CD cosowosﬁ—i—(l—smﬁ)(l—i—smﬁ) cos avcos 3 + cos? 3
= = cosa + cos 3.
DP cos 3 cos 3

Analogicznie mozna udowodni¢, ze

cDh a4 ~CD
DQ—COS cosa = oo
Stad DP = D@, a dalej postepujemy tak samo jak w sposobie I. O

Zadanie 8. Dowiesé, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, c i liczby catkowitej
n > 1 zachodzi nieréwnosé

a”+1+b”+1 +Cn+1 >< a™ N b N " >n/a"+b"+c" 1)
b+c¢ c¢c+a a+b” \b+c c+a a-+b 3 '

Rozwiazanie

Sposob 1.

10



Niech S,, = {/ “"H’# Na mocy nieréwnosci miedzy $rednimi potegowymi, S,,, = S, dlam > n
(patrz np.: Lev Kourliandtchik, Wedréwki po krainie nieréwnosci, Wyd. Adamantan, Torun 2000,
Tw. 3.4.1). W szczegblnosci

n+\1/aln+1 +bn+1 +Cn+1 - \7/an +bn + cn
3 - 3 ‘

Po podniesieniu obu stron do potegi n(n + 1) otrzymujemy

an+1_'_bn+1+cn+1 n an_'_bn_|_0n n+1
3 > 3 ’

czyli

n
anJrl +bn+1 _|_CTL+1 o a® +bn+cn
> -
a” +bn + ¢ 3 ’
co jest rownowazne nieréwnosci
an+1 +bn+1 +Cn+1
a” + b+ c

By udowodnié¢ nieréwnosé (1), wystarczy jeszcze wykazaé, ze

n

an+1 bn—i— 1 Cn—l— 1

antl 4 prtl et _ b+c+c+a+a+b
n n n ~ an bn Cn )

am™+b" + ¢ " n
b+c c+a a+bd

lub réwnowaznie

bn Ve
(an-i-l + bn+1 4 Cn+1) a + + ¢
b+c c+a a+bd

><(a”+b”+c”)<

an+1 bn+1 Cn+1 )

b+c+c—|—a+a—|—b

Po obustronnym pomnozeniu przez (a+b)(b+c)(c+a) i redukeji wyrazéw podobnych, otrzymujemy
do wykazania nier6wnos¢

an+2bn+1 4 an+1bn+2 4 bn+2cn+1 4 bn+1cn+2 4 Cn+2an+1 4 CnJrl n+2 g

a
g an+3bn + anbn+3 + bn+3cn + bncn+3 + Cn+3an + Cnan+3.

Jest ona (po dalszych przeksztalceniach) réwnowazna nieréwnosci
0<a""(a+b)(a—b)?+b"c"(b+c)(b—c)*+ c"a™(c+ a)(c—a)’

prawdziwej dla dowolnych a, b, ¢ rzeczywistych dodatnich. O

11



Sposob 11.
Jak poprzednio, najpierw dowodzimy nieréwnosci (2). Na mocy nieréwnosci miedzy $rednimi
potegowymi oraz (2) (z n zastapionym przez m), dla dowolnego m > n zachodzi nieréwnosé

So(a™ 40" + ™) < @™t 4 o et (3)

Prosty rachunek pokazuje, ze jesli nieréwnos¢ (1) prawdziwa jest dla pewnej trojki liczb (a, b, ¢),
to jest ona prawdziwa takze dla trojki (a/, b, ') = (ax, bz, cx), gdzie x jest dowolna liczba dodatnia.
Wystarczy zatem udowodnié nier6wno$é (1) przy zatozeniu a+b+c = 1. Mozemy wtedy podstawié
w (3) m=n,n+1,n+2,...1zsumowaé uzyskane nier6wnosci; powstale szeregi sa zbiezne, gdyz
0 <a,b,c<1. W wyniku tego otrzymamy nieréwnosé

o o0 o o0 o o0
s (Zes S Ee)< 8 e 8 e 8 e
m=n m=n m=n m=n+1 m=n+1 m=n+1
ktora po zastosowaniu wzoru na sume wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego, wyglada
nastepujaco:
a’ pr c an+1 bn+1 Cn—l—l
S - - < - -
"(1—a 1-b 1-¢) " 1—-a 1-b 1-¢

Jest to nierownosé¢ réwnowazna tezie, poniewaz zalozyliSmy wczesniej, ze a +b+c = 1. O

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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LXI Olimpiada Matematyczna

Rozwiazania zadan konkursowych
zawodOow stopnia pierwszego

I1T seria (1 listopada — 30 listopada 2009r.)

Zadanie 9. Niech Ny oznacza zbior liczb catkowitych nieujemnych. Funkcje f, g: Ny — Ny spel-
niaja dla kazdego n € Ny warunek

g9(f(n)) = g(n) —n. (1)

Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci f(0).

Rozwiagzanie

Sposob 1.
Niech m € Ny bedzie jedna z liczb, dla ktérych wartosé g(m) jest najmniejsza z mozliwych.
Jezeli m # 0, to
g(f(m)) = g(m) —m < g(m),

co jest sprzeczne z zalozeniem, ze g(m) jest najmniejsze z mozliwych. Zatem dla dowolnego n € Ny
zachodzi g(0) < g(n), przy czym réwno$¢ ma miejsce jedynie dla n = 0. Ponadto

co prowadzi do wniosku f(0) = 0.

Pozostaje sprawdzi¢, czy takie funkcje rzeczywiscie istnieja. Biorac f(n) = 0 oraz g(n) = n bez
trudu przekonamy sie, ze funkcje te spetniaja warunki zadania. Zatem jedyna mozliwa wartoscia
f(0) jest 0.

Sposob I1.
Niech f* oznacza k-krotne zlozenie funkeji f, tj.

frn) = ff(. f(n)..).

k razy

Korzystajac wielokrotnie z (1) w postaci g(n) = g(f(n)) + n, otrzymujemy

9(0) = g(£(0)) + 0 = g(f*(0)) + f(0) = g(f*(0)) + F*(0) + f(0) = ... .

Zatem dla dowolnego k catkowitego dodatniego zachodzi nieréwnosé

FO)+ f2(0) + £2(0) + ... + £*(0) < g(0).

Lewa strona nier6wnosci dla zadnego k nie moze przekroczy¢ ¢(0). Sktadniki tej sumy sa licz-
bami catkowitymi nieujemnymi, skad wniosek, ze tylko skoniczenie wiele sposrod nich jest liczbami
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dodatnimi. Zatem istnieje taka liczba catkowita dodatnia t, ze f*(0) = 0 dla wszystkich k& > t.
W takim razie

F(0) = f(£4(0)) = f1(0) = 0.

Na koniec znow sprawdzamy, ze takie funkcje rzeczywiscie istnieja.

Zadanie 10. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych istnieja parami rézne liczby cat-
kowite dodatnie aq, as,...a,, by, bs, ... b,, spelniajace warunki:

ag+as+...+a,=b+by+...+b, oraz aj;-as-...-a,=0by-by-...-b,. (1)

Rozwiazanie

Sposob 1.

Oczywiscie n = 1 nie spetnia warunkow zadania. Dla n = 2 mamy warunki a; +ay = by +by = ¢
oraz a,ap; = biby = d. Na mocy wzoréw Viéte’a, pierwiastkami tréjmianu 2 — cx + d sa liczby
a1, as, ale takze liczby by, by, wiec {ay,as} = {by,by}. Otrzymana sprzecznosé dowodzi, ze n = 2
tez nie spetnia wymaganych warunkow.

Udowodnimy nastepujacy fakt: Jezeli liczba n spelnia warunki zadania, to spelnia je réwniez
liczba n + 3.

Przyjmijmy wiec, ze n spelia podane warunki; istnieja zatem takie parami rézne liczby
a1,d9,...0,, bl, bg, c. bn, ze

ait+ar+...+a,=by+bs+...+b,=S, a-ay-...-a,=by-by-... b, =P.
Zauwazmy, ze liczby
ai, a9, ...,0,,25,85,95,b1,by,...,b,,35,45,125
sa parami rozne. Zachodza przy tym réwnosci
@iy ... Q28 -85-95 =144PS% = by -by-... b, 3545 128

oraz
ar+ay+...+a,+25+85+95=20S=0b;+by+...+b, +35+4S + 1285,

wiec liczba n + 3 réwniez spelnia warunki zadania, gdyz w ten sposob zdefiniowane zbiory liczb
maja rowne sumy i rowne iloczyny. O

Dla n = 3,4, 5 znajdujemy nastepujace liczby, spelniajace (1):

o dlan=3: (ar,az,a3) =(2,8,9), (b1,be,b3) =(3,4,12),

o dlan =4: (a1, as,a3,a4) = (1,5,6,12), (b, be, b3, by) = (2,3,4,15),

o dlan =5 (a1,as a, as,as) = (1,4,8,9,10), (b1, bs, by, by, bs) = (2,3,5,6,16).

Wobec tego, na mocy indukcji, warunki zadania spetnia kazda liczba catkowita n postaci 3 + 3k,
4+ 3k, 5+ 3k, gdzie k jest liczba catkowita nieujemna. Obejmuje to wszystkie liczby catkowite nie
mniejsze niz 3, zatem kazda liczba catkowita nie mniejsza niz 3 spetnia warunki zadania.

Sposob 11.
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Podobnie jak w sposobie 1, zauwazamy, ze liczby n = 1, n = 2 nie spetniaja warunkéw zadania
i znajdujemy odpowiednie liczby a;, b; dla n = 3. Udowodnimy przez indukcje, ze kazda liczba
naturalna wigksza lub réwna 3 spelnia warunki zadania.

Zal6zmy indukcyjnie, ze dla pewnego n istnieja parami rézne liczby ay, as, ..., an, by, ba, ..., by,
dla ktorych zachodza réwnosci (1). Niech S oznacza sume, za$ P iloczyn liczb aq, as, . . ., a,. Roz-
wazmy liczby
o = ST(S™—1)

S—1
S (st -1
- S—1
Sa one catkowite dodatnie, gdyz S — 1 > 0 jest zawsze dzielnikiem liczby S™ — 1. Na mocy
zatozenia indukcyjnego, liczby 0}, 0, ..., b, a takze liczby af, aj, ..., a), sa parami rézne. Ponadto

r n)

dla dowolnych k,1 € {1,2,...,n} zachodza nieréwnosci:

S"(S"—1)
S—1 TP

ap dla k=1,2,...,n, a,,=25",

b by dla k=1,2,....n, b, =5

S

Sn(S™ — 1)
S—1

/

an g <by < by, < < bl

5™(S—1)
Sn_1

Oprocz tego aj, # b, ,, gdyz w przeciwnym razie zasztaby réwnoé¢ aj, = a liczba ta nie

jest catkowita.

Udowodnilismy wiec, ze liczby a,as, ..., al, ., b},05,...,0),,, sa parami rézne. Pozostaje za-
uwazyc¢, ze

n+1 , Sn(Sn _ 1) . Sn(sn—i—l _ 1)
2o = S g Y=g

n+1 ) Sn—l(Sn . 1) on Sn(5n+1 - 1) n+1 )
D e s S DL

=1
i Sr(sm —1)\" pPS™Hn (S — 1)
! = P . —_— . n =
- (50 o B

n+1 ) Sn—l(Sn_l) n on PSn2+n(Sn_1)n n+1 )
1 - p.<4s__1 ) 5= P = T

co konczy krok indukeyjny.
Indukcja rozpoczyna sie od n = 3. Udowodnilismy wiec, ze kazda liczba n > 3 spelnia warunki

zadania.

Sposob I11.

Jak w sposobie I, zauwazamy, ze liczby n = 1,2 nie spetniaja warunkéw zadania. Rozwazmy
liczby

1
ar="F dla k=1,2,...,n—2, anlz(n—1)<nnl—§n>, an = (n —1)*n"!

Y

1
bo=nk dla k=1,2,....n -2, bo1=m—-12% b,=nln—1) (nnl _ 5”) ’
gdzie n > 3. Sa to liczby catkowite dodatnie. Liczby te sa parami rozne, gdyz

] <Ay < ... <Qpoa <b <by<...<bpg<b,1<a,_1<a,<b,.
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Ponadto

kzi:lak _ (= 2)2(n —b +(n—1) (n"l — %n) +(n—1*n""1=m-1)(n"-1),
kz:bk _ nno 22><” “D 1)t —1) <n”_1 _ %n) — (h—1)(n" — 1),
f[ ar = (n—2)-(n—-1) (n”_l — %n) “(n—1>*"" =nl(n—1)*n"2 (n”_l - %n) :

b
Il
—

n"2(n—2)-(n—1)* n(n—1) (n”_l — %n) =nl(n — 1)*n""? (n”_l - %n) :

=
=
I

B
Il
—

Widzimy wiec, ze zdefiniowane wczesniej ciagi liczb maja takie same sumy i takie same iloczyny.
Zatem liczby o zadanej wtasnosci istnieja dla n > 3.

Zadanie 11. Czworokaty wypukte ABC'D i PQRS maja jednakowe pola. Ponadto spelnione sa
rOWNosci:
AB=PQ, BC=QR, CD=RS, DA=SP
Dowiesé, ze istnieja takie punkty P’ Q’', R, S’ lezace na tej samej plaszczyznie co
czworokat ABCD, ze
AP'= BQ = CR = DS’
i czworokaty P'Q'R'S" 1 PQRS sa przystajace.

Rozwiazanie
Udowodnimy najpierw nastepujacy lemat:

Lemat: Istnieja co najwyzej dwa czworokaty (z doktadnoscia do przystawania) o kolejnych bokach
dhugosci a, b, ¢, d oraz powierzchni F'.

Dowod lematu: Niech e bedzie przekatna lezaca wewnatrz czworokata i dzielaca go na trojkaty o
bokach a, b, e oraz ¢, d, e. Skorzystamy z nastepujacego wzoru na pole czworokata (udowodnimy go
w dalszej czesci rozwiazania):

F=1/(p—a)p—b)p—c)(p—d)— abed cos p, (1)

gdzie p = , za$ @ jest Srednig arytmetyczna miar katow a i f pomiedzy odpowiednio bokami
a,b oraz c,d. Przeksztalcajac powyzszy wzor otrzymujemy

(p—a)ip—b)(p—c)(p—d) — F?
abed '

a+b+c+d
2

cos? p =

co prowadzi do wniosku, ze ¢ moze (dla ustalonych a, b, ¢, d, F') przyjmowaé co najwyzej dwie rézne
wartosci. Pozostaje do wykazania, ze dtugosci bokow oraz miara kata ¢ jednoznacznie wyznaczaja
czworokat.

Zauwazmy, ze im dtuzsza jest przekatna e, tym wigksza jest miara kata o oraz kata 3, a tym
samym zwieksza sie ¢ = O‘T*ﬁ Stad dtugos¢ przekatnej e jest jednoznacznie wyznaczona przez
miare kata ¢, natomiast dtugosci a, b, ¢, d, e jednoznacznie wyznaczaja czworokat, co konczy dowod
lematu. O
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Dowéd wzoru (1): Przy oznaczeniach takich jak wyzej, F' = 1(absin a + cdsin 3), wiec

16F? = 4a’h*sin® a + 4¢®d? sin® 3 4 Sabed sin asin 3 =
4a*V* + 4c*d? — 4a*V? cos® o — 4c*d? cos® B + Sabed sin acsin 3.

Na mocy twierdzenia cosinuséw e? = a? + b* — 2abcosa = ¢® + d* — 2cd cos 3, zatem
2abcosa — 2cd cos B = a® + b* — & — d,

co po podniesieniu do kwadratu daje

4a*b* cos® a + 4c*d? cos® 3 = (a* 4+ b* — ¢ — d*)* + 8abed cos o cos 3.
Wstawiajac ten wynik do poprzedniego wzoru otrzymamy

16F? = 4(ab + cd)* — (a® + b* — ¢* — d*)* — Sabed(1 + cos acos 3 — sin asin 3).

Nietrudno sie przekonac, ze

Aab+ cd)? — (a> + 02 — 2 = d®)? = 16(p — a)(p — b)(p — ¢)(p — d).

Ponadto
a—+f3

2 cos? =14 cos(a+ ) =1+ cosacosf —sinasin g,

co ostatecznie dowodzi wzoru (1). O

Przejdzmy do rozwiazania zadania. Zauwazmy, ze jezeli ABC'D = PQRS, to wystarczy wziac
P'Q’R'S" = ABCD i teza zadania jest spelniona. Zat6zmy wiec, ze ABC'D # PQRS. Niech 1, 9
beda katami z lematu, odpowiednio dla czworokatéw ABCD i PQRS (nie ma znaczenia, w jaki
dokladnie sposéb symbole a, b, ¢, d sa przypisane kolejnym bokom).

Jezeli na czworokacie ABC'D (lub PQRS) mozna opisaé¢ okrag, to @1 = o = 90°, wiec
PQRS = ABCD, wbrew przyjetemu zatozeniu. Zatem na zadnym z czworokatéw ABCD, PQRS
nie mozna opisa¢ okregu.

Niech X bedzie punktem przeciecia symetralnych odcinkéw AC, BD. Wtedy oczywiscie AX =
CX # BX = DX. Niech x = AX iy = BX.
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Wybierzmy punkty P, Q’', R, S" odpowiednio na pétprostych XA~ XB~, XC~, XD, w ten
sposob, by zachodzity roéwnosci:

XQ =XS =z, XP =XR =y.

Zauwazmy, ze X jest takze punktem przeciecia sie symetralnych odcinkéw P'R’ oraz @)'S’, jednak
XA =2z #y = XP'. Stad ABCD # P'QQ'R'S’, natomiast przystajace sa nastepujace pary
trojkatow:

AAXB=AQXP, ABXC=ARX(Q, ACXD=ASXR, ADXA=APXS.

Teraz juz tatwo dowiesé, ze czworokaty ABC'D i P'Q)'R'S’ maja jednakowe pola (réwne sumom lub
réznicom pél odpowiednio przystajacych tréjkatow; rysunki ilustruja rézne przypadki). Przy tym
PQRS # ABCD, wiec na mocy wczesniej dowiedzionego lematu, PQRS = P'QQ'R'S’. Ponadto
zachodzg réwnosci

AP'= BQ'=CR' = DS = |z —y,

co konczy dowdd. 0

Uwaga: Przez zapis ABCD = PQRS rozumiemy réwnosé dlugosci kolejnych bokéw oraz miar
kolejnych katow (jest to przystawanie uwzgledniajace kolejno$¢ wierzchotkéw). Na przyktad jezeli
ABCD i PQRS sa rombami o boku dtugosci 1 oraz < ABC = <QRS = 60°, to ABCD # PQRS.
Jezeli natomiast S ABC = <PQR = 60°, to ABCD = PQRS.

Zadanie 12. Gracze K i F graja w c—fasolki, gdzie c jest liczba rzeczywista dodatnia. Gracz K
posiada na poczatku n > 2 pustych kubkéw. W kazdej rundzie wskazuje dowolne
dwa roztaczne, niepuste zbiory kubkéw. Nastepnie F' wybiera jeden ze zbiorow wska-
zanych przez K i doktada po jednej fasolce do kazdego z kubkéw w tym zbiorze.
Gra konczy sie w momencie wybranym przez K, przy czym liczba rund nie moze
przekroczy¢ cn. K wygrywa, gdy po zakonczeniu gry w kazdym kubku znajduje sie
inna liczba fasolek, w przeciwnym razie wygrywa F. Wyznaczy¢ wszystkie liczby ¢
o nastepujacej wlasnosci: dla kazdego n > 2 gracz K ma strategie zapewniajaca mu
zwyciestwo w c—fasolki.

Rozwiazanie

Udowodnimy, ze wlasnos¢ przedstawiona w zadaniu posiadaja wszystkie liczby rzeczywiste
dodatnie ¢ > 2, za$ wszystkie liczby ¢ < 2 jej nie posiadaja. W tym celu przedstawimy strategie
wygrywajaca gracza K przy warunku ¢ = 2, dla dowolnego n. Strategia zapewniajaca K zwyciestwo
w 2—fasolki jest oczywiscie strategia wygrywajaca dla K w c—fasolki dla ¢ > 2. Dowiedziemy tez,
ze jezeli ¢ < 2, to istnieje taka liczba n, dla ktoérej strategie wygrywajaca ma gracz F'.

Nietrudno sprawdzi¢, ze dla n = 2 gracz K wygrywa w 2—fasolki po jednej rundzie, natomiast
dla n = 3 najpdzniej po trzech. Ustalmy ng > 3. Zalézmy indukcyjnie, ze K posiada strategie
wygrywajaca w 2—fasolki dla wszystkich n < ng. Udowodnimy, ze jest to prawda takze dla n = ny.

Pomalujmy potowe (zaokraglajac w gore) kubkéw na biato, a reszte na czarno. Najpierw K
chce doprowadzi¢ do stanu, w ktérym w kazdym z biatych kubkéw jest inna liczba ziaren fasoli
i w kazdym z czarnych kubkéw jest inna liczba ziaren fasoli (liczby w biatych kubkach moga
pokrywacé sie z liczbami w czarnych). Moze to osiagnaé¢, wybierajac za kazdym razem dwa zbiory
By i By sposrdd biatych kubkéw wedle strategii dla n = [ng/2] oraz dwa zbiory C; i Cy sposrod
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czarnych wedle strategii dla n = |ng/2], i jako pierwszy zbiér wskazujac By U C}, a jako drugi
By U Cy. Jezeli we wszystkich kubkach jednego z kolorow bedzie inna liczba ziaren fasoli, wowczas
kontynuujemy gre wytacznie na kubkach drugiego koloru. Na mocy zatozenia indukcyjnego, po co
najwyzej 2[ng/2] < no + 1 rundach biate kubki zawieraja rézne liczby ziaren fasoli, jak réwniez
czarne kubki zawieraja rozne liczby ziaren fasoli.

Jest jasne, ze teraz dla ustalonej liczby [ istnieja co najwyzej dwa kubki, w ktérych jest doktad-
nie [ ziaren. Liczbe [, dla ktorej istnieja doktadnie dwa takie kubki nazwiemy podwdjna. Liczba
bezpieczna nazwiemy natomiast taka liczbe m, ze istnieje doktadnie jeden kubek, w ktéorym jest
m ziaren, oraz nie istnieje liczba podwojna mniejsza od m. K stosuje teraz nastepujaca strategie
podzialu na zbiory: tak dtugo, jak istnieja liczby podwdjne, bierze do kazdego ze zbioréw po jed-
nym kubku z kazdej pary kubkéw o tej samej liczbie ziaren. Kubkéw, w ktorych liczba ziaren nie
jest podwdjna, nie przydziela do zadnego ze zbiordw.

Zauwazmy, ze w wyniku stosowania tej strategii nigdy nie otrzymamy trzech kubkéw z ta sama
liczba ziaren. Faktycznie, dla danej liczby m jest co najwyzej jeden kubek, ktéry przez runda miat
m ziaren i nie otrzymat od gracza F' zadnego ziarna, oraz co najwyzej jeden kubek, ktory miat
m — 1 ziaren i otrzymat ziarno. Co wiecej, jesli przed runda jakas liczba p byta bezpieczna, to po
niej tez jest bezpieczna (bo zaden kubek zawierajacy p lub mniej ziaren nie byt w ktérymkolwiek
ze wskazanych zbioréw). Ponadto, najmniejsza liczba podwdjna r po rundzie staje sie bezpieczna,
poniewaz nie pojawi sie¢ zadna liczba podwojna mniejsza od niej, a jeden z kubkow zawierajacych
r ziaren teraz bedzie zawieral ich r 4+ 1, czyli bedzie doktadnie jeden kubek z r ziarnami. Wobec
tego, ilos¢ liczb bezpiecznych w kazdej rundzie ro$nie o co najmniej 1.

Zatem po co najwyzej ng — 1 rundach mamy przynajmniej ng — 1 liczb bezpiecznych. Jednak
jezeli ng—1 liczb jest bezpiecznych, to istnieje przynajmniej ng— 1 kubkoéw z unikalna liczba ziaren,
wiec ostatni kubek tez musi mie¢ unikalna liczbe ziaren, czyli powstata sytuacja wygrywajaca dla
gracza K. W sumie wykonano co najwyzej ng + 1 rund w pierwszej fazie i ng — 1 rund w drugiej
fazie, a wiec tacznie nie wiecej niz 2ny rund. Stad, na mocy zasady indukcji, gracz K ma dla
dowolnego n > 2 strategie wygrywajaca. Z faktu, ze ma ja dla ¢ = 2 w oczywisty sposéb wynika,
ze dla ¢ > 2 réwniez.

Zajmiemy sie teraz przypadkiem ¢ < 2. Kazdemu kubkowi przypiszemy jego poziom. Bedzie
to liczba (1 + 2y)*, gdzie k oznacza liczbe ziaren fasoli w tym kubku, za$ y jest pewna liczba
rzeczywista dodatnia. Zauwazmy, ze jezeli w tej sytuacji dotozono ziarno fasoli do kubka, to jego
poziom wzrasta 1 4 2y razy.

Strategia dla gracza F' polega na dokladaniu ziaren fasoli do kubkéw w tym zbiorze, w kto-
rym suma pozioméw wszystkich kubkow jest mniejsza (jezeli sa jednakowe, F' wybiera dowolnie).
W takim razie, jezeli przed runda suma pozioméw wszystkich kubkéw wynosita A, to po rundzie
jest ona réwna co najwyzej

A A

5 T5A+2y)=A0+y)
Na poczatku poziom kazdego kubka wynosi 1, wiec po zakonczeniu gry, czyli nie p6zniej niz po cn
rundach, suma pozioméw wszystkich kubkow jest nie wieksza niz n(1+y)". Jesli gracz K wygral,
to pewien kubek zawiera co najmniej n—1 ziaren fasoli, zatem suma poziomow wszystkich kubkow
przekracza (1 + 2y)" ! Wobec tego zachodzi nier6wnosé

n(1+y)™ > (1 +2y)" L. (1)

Znajdziemy liczby y i n, dla ktérych nier6wnosé (1) nie jest speliona. Bedzie to oznaczato,
ze (przy opisanej strategii gracza F') gracz K nie moze wygra¢. W tym celu poszukamy najpierw
takiej liczby y, ze 14+ 2y > (1 +y)°.
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Niech m > ﬁ bedzie liczba catkowita. Ze wzoru dwumianowego wynika, ze
(L+2y)" =1+42my +y"W(y) oraz (1+y)™ " =1+ (2m—Ly+y'V(y),

gdzie W iV sa wielomianami zmiennej y, o wspotczynnikach catkowitych dodatnich. Wezmy takie
y€(0,1), 20 <yV(1l) < 1. Wtedy

(1429 >142my > 14+2my —y+y°V(1) > 14 2my —y +4°V(y) = (1 +y)*™ !,

i mamy postulowana zaleznosc¢

2m—1

1+2y>(1+y) = >(1+y)"

Niech (}%)% =1+ z, gdzie z > 0. Nier6wnosé¢ (1) przyjmuje teraz postaé

1+2y \" N
n(1+2y)><(1+y)c> =(1+2)"
Jednak dla n > 2 zachodzi
-1 2.2
(1+z)">1+nz+n(n2 )z2>n4z

Zatem nieréwnos¢ (1) jest fatszywa dla n > ;%(1 + 2y), przy wezeéniej wybranym y.
W ten sposéb znalezlismy strategie wygrywajaca gracza F' dla pewnego n, przy zalozeniu, ze
¢ < 2. Postawiona na poczatku rozwiazania teza jest wiec dowiedziona.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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