LXI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia drugiego

19 lutego 2010 r. (pierwszy dzieh zawodéw)

1. Rozwiaza¢ w liczbach rzeczywistych x, y, z uktad rownan

22— (y+z+yz)r+(y+2)yz=0
v —(z+z+z22)y+(2+2)20 =0
22— (v +y+ay)z+(z+y)ry =0

2. Punkty A’, B’, C' sa odpowiednio rzutami prostokatnymi wierz-
chotkéw A, B, C' czworoécianu ABCD na przeciwlegle Sciany. Do-
wiesé, ze jezeli punkt A’ jest $rodkiem okregu opisanego na tréjkacie
BCD, punkt B’ jest $rodkiem okregu wpisanego w trojkat ACD, za$
punkt C’ jest srodkiem ciezkosci tréjkata ABD, to czworo$cian ABC D
jest foremny.

3. Dodatnie liczby catkowite k i n spelniaja nieréwnosé k > n!.
Udowodni¢, ze istnieja rézne liczby pierwsze p1, p2, ps, ..., pn bedace
odpowiednio dzielnikami liczb k+1, k+2, k+3, ..., k+n.

Informacje dla uczestnika zawoddéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podniesé reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komoérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.
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4. W pieciokacie wypuklym ABCDFE wszystkie katy wewnetrzne
maja rowne miary. Wykazaé, ze symetralna odcinka E'A, symetralna
odcinka BC'i dwusieczna kata C'DFE przecinaja si¢ w jednym punkcie.

5. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje monotoniczne f, okreslone
na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rze-
czywiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi rownosé

f(f(@)=y)+ f(z+y) =0,

(Uwaga: Funkcja monotoniczna to funkcja niemalejaca lub nierosnaca. )

6. Dany jest n-elementowy zbiér liczb rzeczywistych, przy czym
n > 6. Dowies$¢, ze istnieje co najmniej n —1 dwuelementowych pod-
zbioréw tego zbioru, w ktérych srednia arytmetyczna elementéw jest
nie mniejsza niz Srednia arytmetyczna elementéw catego zbioru.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podniesé reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komoérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.



