LXI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia drugiego

19 lutego 2010 r. (pierwszy dzieh zawodow)

Zadanie 1. Rozwiazaé¢ w liczbach rzeczywistych z, y, z uklad réwnan
a? = (y+z+yz)e+(y+z)yz=0
v —(z4+z+z2a)y+(z4z)22=0
22— (z+y+ay)z+(z+y)ay =0

Rozwigzanie
Pierwsze réwnanie danego uktadu mozemy zapisa¢ w postaci

(z—(y+2))(z—yz) =0,
a wiec oznacza ono, ze x =y-+z lub x =yz. Podobnie zapisujac dwa pozostalte
réwnania stwierdzamy, ze kazda z liczb x, y, z jest sumg lub iloczynem dwdoch
pozostalych liczb.
Daje to razem 8 ukladéw réwnan, z ktérych cztery sa nastepujace:

r=y+z r=y+z rT=Y+=z r=yYz
l.Jy=z+x, 2Qy=z+z, 3.qy=zx , 4.QY=2r,
Z=x+y zZ=xy zZ=xY zZ=xY

za$ pozostale cztery powstaja z uktadéw 2. i 3. przez cykliczne przestawienie
zmiennych. Rozwiazemy teraz kazdy z uktadéw 1.-4.

Uktad 1. Dodajac stronami dwa pierwsze rownania dostajemy réwnosé
r+y=y+2z+x, skad z=0. Podobnie stwierdzamy, ze t =01 y=0.

Uklad 2. Dodajac stronami dwa pierwsze réwnania widzimy, ze z =0.
Uktad sprowadza sie zatem do dwoch réwnan x =y i xy =0, skad x =y =0.

Uktad 3. Jezeli y=0 lub z=0, to z dwoch ostatnich réwnan wynika,
ze y=2z=0 i pierwsze réwnanie daje z =0. Mozemy wiec przyjaé, ze y #0
i z#0. Mnozac stronami réwnania drugie i trzecie uzyskujemy yz = 2%yz,
skad 22 =1. W przypadku z =1 ukltad przyjmuje postaé¢ 1=y+ziy=z, skad
(x,y,2) = (1,%,%), natomiast w przypadku x = —1 uklad przyjmuje postaé
—1l=y+z1iy=—z, prowadzac tym samym do sprzecznosci —1=y+2z=0.

Uklad 4. Przyjmijmy najpierw, ze jedna z liczb x, y, z jest réwna zeru,
na przyktad x =0. Wtedy drugie i trzecie réwnanie dajg y =z =0.

Zakltadajac natomiast, ze liczby x, y, z sa rézne od zera i mnozac stro-
nami wszystkie réwnania ukladu stwierdzamy, ze ryz = (ryz)?, czyli zyz=1.
W efekcie pierwsze réwnanie uktadu oznacza, ze % = xyz =1 i podobnie
y? =22 =1. Kazda z liczb z, y, 2 jest wiec réwna 1 albo —1 i kazda jest ilo-
czynem dwéch pozostalych. Zatem albo wszystkie te liczby sa rowne 1, albo
tez dwie sg rowne —1, a trzecia jest réwna 1.
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Pozostaje dokonaé cyklicznego przestawienia rozwiazan uktadéw 2.1 3.,
aby wypisaé wszystkie rozwiazania ukladu danego w zadaniu.

OdpowiedZ: Rozwiazaniami (z,y,z) sa:

(0,0,0) (L%a%)v (%717%)a (%a%al)a
(1,1,1), (1,-1,-1), (-=1,1,—-1), (=1,—1,1).

Zadanie 2. Punkty A’, B’, C' sa odpowiednio rzutami prostokatnymi wierz-
chotkéw A, B, C czworo$cianu ABCD na przeciwlegte $ciany. Do-
wieéé, ze jezeli punkt A’ jest érodkiem okregu opisanego na trojkacie
BCD, punkt B’ jest érodkiem okregu wpisanego w tréjkat ACD,
za$ punkt C’ jest érodkiem ciezkosci trojkata ABD, to czworodcian
ABCD jest foremny.

Rozwigzanie

Skoro punkt A’ jest Srodkiem okregu opisanego na tréjkacie BC' D, mamy

A'B=A'C = A'D i stosujac twierdzenie Pitagorasa do tréjkatéw prostokat-

nych AA'B, AA'C i AA’'D stwierdzamy, ze AB=AC = AD.

Nastepnie, niech X', Y’, Z’ beda punktami stycznosci okregu wpisanego

w tréjkat AC'D odpowiednio do bokéw CD, DA, AC. Punkt B’ jest $rod-

kiem tego okregu, wiec B’X'=B’'Y’=B’Z’ i na mocy twierdzenia Pitagorasa

zastosowanego do tréjkatéw prostokatnych BB’ X', BB'Y', BB'Z’ wniosku-
jemy o réwnosci dlugosci odcinkéw BX', BY’ i BZ'. Poniewaz odcinki te
sa wysokosciami odpowiednio écian BCD, BDA i BAC, wiec nastepujace
pary tréjkatow prostokatnych sg przystajace: BAY' i BAZ'; BCZ' i BCX';
BDX' i BDY'. Wynika stad, ze

(1) IBAD =YBAC, YBCA=<BCD, <¥BDC=<BDA.

Z zaleznosci AB=AC =AD i {BAD=<4BAC wynika, ze tréjkaty réw-
noramienne ABC' i ABD sa przystajace (cecha bok-kqt-bok). Zatem sa one
symetryczne wzgledem plaszczyzny © przechodzacej przez prosta AB i $ro-
dek odcinka C'D. To oznacza, ze w jest plaszczyzna symetrii czworo$cianu
ABCD. Przy tej symetrii punkty A i B pozostaja na swoich miejscach, za$
punkt C przechodzi na D. W rezultacie z zalozenia, iz punkt C’ jest srodkiem
ciezkosci trojkata ABD, wynika, ze réwniez rzut prostokatny D’ punktu D
na Sciane ABC jest jej srodkiem cigezkodci.

Odcinki CC" i DD’ taczace wierzcholek czworo$cianu ABCD ze $rod-
kiem ciezkosci przeciwleglej Sciany przechodza przez srodek ciezkosci S czwo-
roScianu. Rozpatrujac plaszczyzne C'DS zawierajaca oba te odcinki i wyko-
rzystujac ich prostopadtos¢ odpowiednio do $cian ABD i ABC, stwierdzamy,
ze plaszczyzna C' DS jest prostopadta do tych Scian, a wigc takze do ich wspdl-
nej krawedzi AB. Wobec tego czes$ci wspdlne plaszczyzny C DS ze $cianami
ABD i ABC sa prostopadle do odcinka AB. Z drugiej zas$ strony, te cze-
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Sci wspolne sa srodkowymi Scian. Stad wniosek, ze Sciany te sa tréjkatami
réwnoramiennymi, czyli DA= DB oraz CA=CB.

Na mocy uzyskanej wcze$niej rownosci dlugosci krawedzi wychodzacych
z wierzcholtka A uzyskujemy wiec AB=AC=AD = BC = BD. Zatem $ciany
ABC' i ABD sa tréjkatami réwnobocznymi. Stosujac réwnosci (1) widzimy,
ze YBCD=<BCA=60° oraz <BDC =<BDA=60°. To dowodzi, ze $ciana
BCD réwniez jest trojkatem réwnobocznym i konczy rozwigzanie.

Zadanie 3. Dodatnie liczby catkowite k i n spelniajg nieréwnosé k> n!. Udo-
wodnié, ze istnieja rézne liczby pierwsze pi1, p2, ps, ..., pn bedace
odpowiednio dzielnikami liczb k+1, k+2, k+3, ..., k+n.

Rozwigzanie

Dla i=1,2,...,n niech a; oznacza najmniejszg wspélna wielokrotnosé

tych dzielnikéw liczby k+ 1, ktore nie przekraczaja n.

Najmniejsza wspélna wielokrotnosé liczb nie przekraczajacych n jest nie
wieksza niz n!, wiec w my$l danej w tresci zadania zaleznosci k >n! dostajemy

(1) a; <k dlai=1,2,...,n.

7 drugiej strony, dla kazdego ¢ =1,2,...,n liczba a; jest najmniejsza
wspdblng wielokrotnoscig dzielnikow liczby k+1i. Wobec tego sama jest dziel-
nikiem liczby k+i. Liczby
@) E+1 k+2 k+3 kE+n

ay a2 as ' (27

sa zatem calkowite, a nieréwnosci (1) wskazuja, ze sa one wigksze od 1.
Wykazemy, ze liczby (2) sa parami wzglednie pierwsze. W tym celu roz-
patrzmy rézne wskazniki i,j € {1,2,...,n}. Liczby k41 oraz k+j réznia sie
o mniej niz n, wiec ich najwiekszy wspélny dzielnik d =NWD(k+1i,k+7) nie
przekracza n i wobec tego jest dzielnikiem liczb a; oraz a;. To oznacza, ze
. k41 k+j e ’ k+j
liczby " oraz o sg odpowiednio dzielnikami liczb 7 Te
7
ostatnie sa Wzglqdnije pierwsze na podstawie okreslenia najwiekszego wspol-
nego dzielnika, co dowodzi wlasnoéci zapowiedzianej na poczatku akapitu.
W efekcie liczby (2) sa parami wzglednie pierwszymi liczbami wigkszymi
od 1. Sg one jednak odpowiednio dzielnikami liczb k+1, k+2, k+3, ..., k+n.
Teza zadania bedzie wiec spelniona, jezeli za pi1, ps, p3, ..., Pp Przyjmiemy
dowolne dzielniki pierwsze odpowiednio liczb (2).

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. W pieciokacie wypuklym ABC DE wszystkie katy wewnetrzne maja
rowne miary. Wykazaé, ze symetralna odcinka F A, symetralna od-
cinka BC'i dwusieczna kata C DFE przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie

D

rys. 1

Przedtuzmy boki AB i DE do przecigcia w punkcie F' oraz boki AB i CD
do przecigcia w punkcie G (rys. 1). Wéwczas z réwnosci katéw wewnetrznych
danego pieciokata wynika, ze tréjkaty FFA i BGC sg rownoramienne. To
za$ oznacza, ze symetralne odcinkéw EA i BC sy odpowiednio dwusiecz-
nymi katow FFA i BGC. Wobec tego trzy proste, o ktérych mowa w tresci
zadania, sa dwusiecznymi katéow wewnetrznych tréjkata FGD, zatem maja
punkt wspélny, bedacy $rodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat.

Zadanie 5. Wyznaczyé wszystkie takie funkcje monotoniczne f, okreslone na
zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rzeczy-
wiste, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi réwnosé

(1) f(f(@)—y)+ f(z+y)=0.
(Uwaga: Funkcja monotoniczna to funkcja niemalejaca lub niero-
snaca.)

Rozwigzanie
Oznaczmy c= f(0); przyjmujac x =0 w réwnosci (1) dostajemy
(2) fle=y)+f(y)=0 dla kazdej liczby rzeczywistej v,
skad w szczegdlnosci biorac y =0 uzyskujemy f(c)+c=0. Nastepnie podsta-

wiajac w (1) wartosci x =c i y = —c stwierdzamy, ze f(f(c)+c)+c=0, co
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wraz z uzyskanym przed chwila warunkiem f(c)4+c=0 daje 2¢=0, czyli ¢=0.
W efekcie zaleznosé (2) pozwala wnioskowaé, ze

(3) f(=y)=—f(y) dla kazdej liczby rzeczywistej .

Niech teraz t bedzie dowolna liczba rzeczywista, dla ktérej f(¢) =0. Bio-
rac x =t w réwnosci (1) dostajemy f(—y)+ f(t+y)=0 i laczac to z wlasno-
Scia (3) widzimy, ze f(t+y)= f(y) dla dowolnej liczby rzeczywistej y.

Jezeli t#0, to funkcja f jest okresowa o okresie t. Jednakze funkcja
monotoniczna okresowa musi by¢ stata. Skoro f(0) =0, funkcja f jest zerowa;
taka funkcja spelnia oczywiscie warunki zadania.

Pozostaje do rozpatrzenia przypadek, w ktéorym jedyna liczba rzeczy-
wista ¢ spelniajaca réwnanie f(t) =0 jest liczba ¢t =0. Przyjmujac woéwézas
y=—x w zaleznoéci (1) otrzymujemy

0=f(f(z)+2)+ f(0)=f(f(z)+a).
Wynika stad, ze f(z)+x jest argumentem, dla ktérego warto$é funkcji f jest
réwna zeru. Stad f(x)+x =0, czyli f(x) = —=z dla dowolnej liczby x. Proste
sprawdzenie dowodzi, ze ta funkcja rowniez ma zadane wtasnosci.

Odpowiedz: Warunki zadania spelniaja funkcje f(z)=0 oraz f(z)=—x.

Zadanie 6. Dany jest n-elementowy zbiér liczb rzeczywistych, przy czym n > 6.
Dowie$é, ze istnieje co najmniej n —1 dwuelementowych podzbio-
réw tego zbioru, w ktérych $rednia arytmetyczna elementéw jest nie
mniejsza niz $rednia arytmetyczna elementéw catego zbioru.

Rozwigzanie

Sposob 1
Niech a; >as > ... > a, beda wszystkimi elementami danego w tresci za-
dania zbioru, a s=1(a;+az+...+a,) niech bedzie ich Srednia arytmetyczna.
Przyjmijmy
bi:ai—}—am_l_i dlai:1,2,...,n.

Suma liczb by, ba, ..., by, jest réwna 2(a1+as+...+a,)=2ns, wiec wérdd nich
istnieje liczba nie mniejsza niz 2s. Niech liczba ta bedzie by = ar + apt1—k;
mozemy przy tym zalozy¢, ze k<n+1—k, czyli k< 3(n+1).

7 zaleznosci ay + ap11—k > 25 wynika, ze nieréwnoscé

saita;)>s

zachodzi dla kazdej pary wskaznikéw (i,7), w ktorej 1 <i<j <k oraz dla
kazdej pary wskaznikéw (i,7), w ktérej i <k < j<n-+1—k. Kazda taka para
(i,7) odpowiada dwuelementowemu zbiorowi {a;,a;} o $redniej arytmetycz-
nej elementOow nie mniejszej niz s, a przy tym réznym parom odpowiadajg
rozne zbiory.

Pozostaje obliczy¢, ile par wskaznikéw uzyskaliémy w ten sposéb. Liczba
par (7,7) speliajacych warunek 1<i< j <k wynosi (g), za$ liczba par (i,7)
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spelniajacych nieréwnosci i <k < j <n+1—Fk jest réwna k(n+1—2k). Wska-
zaliSmy zatem

(g) +k(n+1-2k)=1k(k—1)+k(n+1—2k)=k(n+3—3k).

dwuelementowych podzbioréw o éredniej arytmetycznej nie mniejszej niz s.
Do zakonczenia rozwigzania pozostaje wykazac, ze

(1) k(n+3:-3ky>n—1 dlan>6 i 1<k<i(n+1).

Wyrazenie k(n+ % — %/{:) jest tréjmianem kwadratowym zmiennej k o ujem-
nym wspoOtczynniku przy wyrazie kwadratowym, wiec przyjmuje ono naj-
mniejsza warto$¢ na koiicach przedziatu zmiennodci. Dla k=11 k=1 (n+1)
wartosci trojmianu wynosza odpowiednio n—11i §(n—1)(n+1). Dlan>7
obie wartosci sa réwne co najmniej n—1, za$ dla n =6 najwicksza catkowita
wartoscig k w przedziale 1 <k < %(n—k 1) jest k=3, dla ktorej warto$¢ trdj-
mianu wynosi 3- (643 —2-3)=6>n—1. To uzasadnia zaleznos¢ (1) i koficzy
rozwigzanie zadania.

Sposob 11

Przez 3(S) bedziemy oznacza¢ sume elementéw zbioru liczbowego S.

Poniewaz dodanie tej samej liczby do wszystkich elementéw danego
n-elementowego zbioru X nie wplywa na warunki zadania, wiec mozemy bez
utraty ogdlnosci rozumowania przyjaé, ze (X )=0. Musimy dowies¢ istnienia
co najmniej n— 1 dwuelementowych zbior6w S C X, dla ktérych X(S) > 0.

Niech « oznacza najwieksza liczbe w zbiorze X. Jezeli wszystkie ele-
menty X sa réwne co najmniej —a, to kazdy z n— 1 zbioréw postaci {a,z},
gdzie z € X \ {a}, ma nieujemna sume elementéw i teza zadania jest spel-
niona. Niech wigc zbiér M liczb nalezacych do X i mniejszych od —a ma
t >0 elementéw i niech K bedzie zbiorem ¢ najwiekszych liczb w zbiorze X
(zauwazmy, ze M jest zbiorem t najmniejszych liczb).

Jest jasne, ze (M) < —ta oraz L(X \ M) < (n—t)a. Otrzymujemy stad

0=3(X)=X(M)+X(X\M) < —ta+(n—t)a=(n—2t)a,

skad n > 2t. Wobec tego zbiory K i M sa rozlaczne, a zbiér L= X\ (KUM)
jest niepusty. Ponadto nieréwnosci (M) < —ta i X(K) < ta wskazuja, ze
Y(KUM) <0, czyli

$(L) > 0.

Wobec tego najwiekszy element (8 zbioru L jest liczba dodatnia.

Wszystkie liczby w zbiorze K sa dodatnie, gdyz sa wigksze od 3. Zatem
kazdy dwuelementowy podzbiér S zbioru (¢+ 1)-elementowego K U{3} spel-
nia nieréwnos$¢ 3(S) > 0. Ponadto wszystkie elementy zbioru L sa réwne co
najmniej —a, co daje 3({a,z}) >0 dla = bedacego dowolnym z n—2t—1 ele-
mentéw zbioru L\ {#}. Liczba otrzymanych w ten sposéb dwuelementowych
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podzbioréw o nieujemnej sumie elementéw wynosi

(Hl> +(n—2t—1)=3t(t—3)+n—1.

2
Jezeli t > 3, to powyzsza liczba jest réwna co najmniej n—1 i rozwigzanie
zadania jest zakonczone. Natomiast dla ¢ =1 lub { =2 mamy %t(t -3)=-1

i do dokonczenia rozwigzania nalezy wskazaé jeszcze jeden, rézny od wymie-
nionych powyzej, dwuelementowy podzbiér o nieujemnej sumie elementéw.
Jednak na mocy nieréwnoéci n > 6 dostajemy n—2t>6—2-2=2; zbiér L ma
zatem przynajmniej 2 elementy i nieréwnosé (L) >0 dowodzi, ze szukanym
podzbiorem jest zbiér dwoch najwiekszych elementéw zbioru L.

To konczy rozwiazanie.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezgce informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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