LXI Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia trzeciego

21 kwietnia 2010 r. (pierwszy dzien zawoddéw)

1. Dana jest liczba catkowita n > 1 i zbiér S C{0,1,2,...,n—1}
majacy wiecej niz %n elementow. Dowies¢, ze istnieja takie liczby catl-
kowite a, b, ¢, ze reszty z dzielenia przez n liczb

a, b, ¢, a+b, a+c, b+c, a+b+c

naleza do zbioru S.

2. Dodatnie liczby wymierne a i b spelniaja réwnosé
a®+4a%b=4a* + vt

Udowodnié, ze liczba y/a—1 jest kwadratem liczby wymiernej.

3. Dany jest rownolegtobok ABCD, w ktérym kat DAB jest
ostry. Punkty A, P, B, D leza w tej kolejnosci na jednym okregu.
Proste AP i CD przecinaja sie w punkcie ). Punkt O jest srodkiem
okregu opisanego na tréjkacie C PQ. Wykazad, ze jesli D#0, to proste
AD i DO sa prostopadte.

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podniesé reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komoérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.
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4. Wewnatrz boku BC tréojkata ABC' leza rézne punkty D i E,
przy czym BD < BE. Niech p; i py oznaczaja odpowiednio obwody
trojkatéw ABC' i ADE. Udowodnié, ze

p1>p2+2-min{BD,EC}.

5. Liczba pierwsza p > 3 daje reszte 2 z dzielenia przez 3. Niech
ar=k*’+k+1 dlak=1,2,3,...,p—1.

Wykazaé, ze iloczyn ajazas...a,—1 daje reszte 3 z dzielenia przez p.

6. Dana jest liczba rzeczywista C' > 1. Ciag dodatnich liczb rze-

czywistych aq, as, as, ..., w ktorym a; =1 i as =2, spelnia warunki
Comn, = Gy, O, oraz Aman < C(am +ay)
dla m,n=1,2,3,.... Dowies¢, ze

n =" dlan=1,2,3,....

Informacje dla uczestnika zawodéw

1. Czas trwania zawodéw: 300 minut (5 godzin).

2. Nalezy pisa¢ wylacznie na papierze dostarczonym przez Komitet. Na jednym
arkuszu nie nalezy pisaé rozwigzan réznych zadan.

3. W przypadku koniecznosci otrzymania dodatkowego papieru, wyjécia z sali itp.,
nalezy podniesé reke i siedzgc na miejscu zaczekaé na podejscie dyzurujacego.

4. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnosci pracy w czasie zawodéw lub w trak-
cie jej oceny, Komitet uniewazni prace.

5. W czasie zawodéw nie wolno korzystaé z kalkulatorow, telefonéw komoérkowych
i innych urzadzen elektronicznych.



