LXI Olimpiada Matematyczna

Rozwigzania zadan konkursowych
zawodow stopnia trzeciego

21 kwietnia 2010 r. (pierwszy dzien zawodow)

Zadanie 1. Dana jest liczba catkowita n>1 i zbiér SC{0,1,2,...,n—1} majacy
wiecej niz %n elementéw. Dowiesé, ze istnieja takie liczby calkowite
a, b, ¢, ze reszty z dzielenia przez n liczb
a, b, ¢, a+b, a+c, b+c, a+b+c
naleza do zbioru S.
Rozwigzanie
Oznaczmy przez k liczbe elementéw zbioru S; mamy wiec k > %n.
Wybierzmy najpierw dowolna liczbe a € S. Zauwazmy nastepnie, ze dla
roznych liczb x € S otrzymujemy rézne reszty z dzielenia liczby a+x przez n,
gdyz zbior S jest zawarty w przedziale o dlugosci mniejszej niz n. Zbiér S
sktada sie z k reszt z dzielenia przez n, wiec istnieje najwyzej n —k takich
wartosci x €5, ze reszta z dzielenia liczby a+x przez n nie nalezy do zbioru S.
7 warunku k > %n wynika, ze n—k < k. W rezultacie istnieje taka liczba
be S, ze reszta z dzielenia liczby a+b przez n nalezy do zbioru S. Wybierzmy
wiec i ustalmy taka liczbe b.
Analogicznie dowodzimy, ze:
e istnieje najwyzej n—k wartodci y €.5, dla ktorych reszta z dzielenia liczby
a+1y przez n nie nalezy do zbioru S;
e istnieje najwyzej n—k wartoéci y € S, dla ktorych reszta z dzielenia liczby
b+y przez n nie nalezy do zbioru S;
e istnieje najwyzej n—k wartodci y €.5, dla ktorych reszta z dzielenia liczby
a+b+y przez n nie nalezy do zbioru S.
Zatem istnieje najwyzej 3(n—k) takich wartosci y € S, ze reszta z dzielenia
przynajmniej jednej z liczb a+y, b+y, a+b+y przez n nie nalezy do zbioru S.
Nieréwnosé k > %n daje 3(n—k) <k, wiec mozemy wybraé taka liczbe
c€ S, ze reszty z dzielenia liczb a+c, b+c¢, a+b+c przez n naleza do zbioru S.
Tak otrzymane liczby a, b, ¢ spelniaja oczywiscie warunki zadania.

Zadanie 2. Dodatnie liczby wymierne a i b spelniajg réwnosé
a®+4a’b=4a” +b*.
Udowodnié, ze liczba y/a—1 jest kwadratem liczby wymierne;j.
Rozwigzanie
7 zaleznoéci danej w tresci zadania otrzymujemy

a(a+2b)? = a® +4a®b+4ab® = 4a® + b* +4ab® = (2a+b%)?,
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skad wniosek, ze
2a+ b2
a+2b°

(2a+1%)? .
a = W’ Cth \/& =
Zatem +/a jest liczbg wymierna. Ponadto liczba x =0 jest pierwiastkiem tréj-
mianu kwadratowego

z? —2v/ax+2a—av/a=0.

Jednoczesnie wspotczynniki tego tréjmianu sg liczbami wymiernymi i wobec
tego jego wyrdznik, ktory wynosi

A= (2/a)? —4(2a—av/a) = da(v/a—1),

jest kwadratem liczby wymiernej. Jest nim wiec takze liczba ﬁ =ya—1.

Zadanie 3. Dany jest réwnolegtobok ABCD, w ktérym kat DAB jest ostry.
Punkty A, P, B, D lezag w tej kolejnosci na jednym okregu. Proste
AP i CD przecinajg sie w punkcie Q. Punkt O jest srodkiem okregu
opisanego na trojkacie C'PQ. Wykazaé, ze jesli D# O, to proste AD
i DO sa prostopadte.

Rozwigzanie

Niech okrag przechodzacy przez punkty A, P, B, D przecina po raz

drugi prosta BC' w punkcie E (w przypadku stycznosci przyjmujemy E = B)

oraz niech proste AP i BC przecinaja si¢ w punkcie F' (rys. 1). Z zalozenia

IDAB < 90° wynika, ze punkty E i F leza wewnatrz pétprostej CB~.

Q C

rys. 1

Punkty A, P, E, B leza na jednym okregu, wiec
(1) FP-FA=FE-FB.



7 drugiej strony, twierdzenie Talesa zastosowane do kata AF B przecietego
prostymi réwnolegltymi AB i QC daje

FA FB
(2) — ==
FQ_ FC
Laczac zaleznodci (1) i (2) stwierdzamy, ze
(3) FP-FQ=FE-FC.

Ponadto punkty F', E, P badz to pokrywaja sie, badz sg rézne i punkt F' lezy
na zewnatrz obu odcinkéw PQ i EC' (jezeli punkt P lezy po tej samej stronie
prostej BC, co odcinek AD) albo wewnatrz obu tych odcinkéw (gdy P lezy po
przeciwnej stronie prostej BC'). We wszystkich tych przypadkach réwnosé (3)
wskazuje, ze punkty P, Q, E, C leza na jednym okregu, ktérego srodkiem —
w my$l warunkow zadania — jest punkt O. Wobec tego

(4) OFE=0C.
Jednoczesnie trapez o podstawach AD i BE jako wpisany w okrag jest tra-

pezem réwnoramiennym, zatem odcinki AB i DFE, bedace jego dwiema prze-
katnymi albo dwoma ramionami, maja réwne dtugosci. Stad

(5) DE = DC.

Roéwnosci (4) i (5) oznaczaja, ze punkty D i O leza na symetralnej odcinka
EC, ktora jest oczywiscie prostopadia do prostej AD. To konhczy rozwiazanie.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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Zadanie 4. Wewnatrz boku BC tréjkata ABC lezg rézne punkty D i E, przy
czym BD < BE. Niech p; i p2 oznaczaja odpowiednio obwody tréj-
katéw ABC i ADE. Udowodni¢, ze

p1>p2+2-min{BD,EC}.
Rozwigzanie
Niech F' bedzie takim punktem odcinka BC, ze CF = BD (rys. 2).

Uzupelijmy tréjkat ABF do réwnolegtoboku ABFG; wéwczas czworokat
ADCG takze jest réwnoleglobokiem.

rys. 2

Niech H oznacza punkt przeciecia odcinkow AC' i FG. Stosujac nieréw-
nos$¢ trojkata do (byé moze zdegenerowanego do odcinka) tréjkata AEF oraz
do trojkatéw GCH i AFH otrzymujemy

AE< AF+EF, GC<GH+CH, AF <HA+HF.
Wobec tego
AD+AE=GC+AE<LGCH+AF+FEF<GH+CH+HA+HF+EF =
=AC+GF+FEF=AC+AB+FEF.
Poniewaz |x —y| =24y —2-min{z,y} oraz EF =|BD—CE|, wigc dostajemy
AD+AE < AC+ AB+BD+CE—2-min{BD,CE}.

Dodajac do obu stron powyzszej nieréwnosci wielko$¢ DFE stwierdzamy, ze
p2 <p1 —2-min{BD,CFE}, co nalezalo wykazac.

Zadanie 5. Liczba pierwsza p >3 daje reszte 2 z dzielenia przez 3. Niech
ar=k’+k+1 dlak=1,2,3,....,p—1.
Wykazaé, ze iloczyn aiazas...ap—1 daje reszte 3 z dzielenia przez p.
Rozwigzanie
Udowodnimy najpierw, ze liczby 03, 13, 23, ..., (p—1)3 daja rézne reszty
z dzielenia przez p.



Przypusémy bowiem, ze dla pewnych m,n € {0,1,2,...,p—1} spelniona
jest zalezno$é m3=n3 (mod p). Z zalozenia mamy p=3¢+2 dla pewnej liczby
catkowitej ¢, a wiec
(1) m2p—1 — m6£+3 — (m3)2Z+1 = (n3)2£+1 _ n6£+3 2p—1

=n (mod p).

Z drugiej strony, male twierdzenie Fermata orzeka, ze m? =m (mod p) oraz
n? =n(mod p), co daje

m2p—1

2p—1

=mP-mPt=m-mP'=mP=m (modp)

i podobnie n =n(mod p). Wraz z réwnoscia (1) prowadzi to do wniosku,

ze m=n(mod p), czyli m =n. To dowodzi poczatkowego stwierdzenia.
Poniewaz liczby 03—1 i 13—1 daja odpowiednio reszty p—1i 0 z dzielenia

przez p, wiec w szczegdlnodci wykazaliSmy, ze ciag reszt z dzielenia liczb

251, 3%-1, 4-1, ..., (p—1)°-1

przez p jest permutacja ciagu 1, 2, 3, ..., p—2. Wobec tego

2) (2°-D)(3-1)(4*-1)...((p—1)>-1)=1-2:3-...-(p—2)=(p—2)! (mod p).

Z drugiej strony, mamy k3 —1=(k—1)ay dla k=2,3,4,...,p—1 i mnozac te

rownoéci stronami dostajemy

(3)  (2°-1(B-1)4*-1)...((p—1)>-1)=(p—2)'azazas...ap 1.

Laczac zaleznodci (2) 1 (3) widzimy, ze (p—2)!=(p—2)lazasay ...a,—1 (mod p)

i poniewaz liczba (p—2)! nie jest podzielna przez liczbe pierwsza p, wiec

iloczyn asazas...a,—1 daje reszte 1 z dzielenia przez p. A skoro mamy a; =3,

iloczyn ajaqas...ap,—1 daje reszte 3 z dzielenia przez p.

Zadanie 6. Dana jest liczba rzeczywista C > 1. Ciag dodatnich liczb rzeczywi-

stych a1, a2, as, ..., w ktérym a; =1 i a2 =2, spelnia warunki
Armn = QmOn oraz Amtn < Clam +an)
dla m,n=1,2,3,.... Dowies¢, ze

an=n dlan=1,2,3,....

Rozwigzanie
Wykazemy przede wszystkim, ze

Amtn < Gy + 0y dla wszystkich m,n=1,2,3,....

Niech S oznacza zbiér takich dodatnich liczb rzeczywistych d, ze nieréw-
N0S¢ G4y <d(@p, +ay) jest spetniona dla dowolnych m,n=1,2,3,.... W mysl
warunkow zadania jest to zbior niepusty, gdyz nalezy don liczba C.

Ponadto wraz z dowolng, liczbg do zbioru S nalezg wszystkie liczby wiek-
sze. Zbiér S jest zatem przedzialem domknietym (D;o00) lub przedzialem
otwartym (D;o0) dla pewnej dodatniej liczby rzeczywistej D. Ta druga moz-
liwos¢ jednak odpada. Oznacza ona bowiem, ze dla kazdej wartosci d > D
nieré6wnosé a4y, < d(ap, +ay) jest spelniona dla wszystkich m,n=1,2,3,....
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Ustalajac wskazniki m i n widzimy, ze nieostra nier6wnos¢ a1, <d(amy,+ay)
jest prawdziwa dla kazdej warto$ci d > D. Jest ona wiec prawdziwa réwniez
dla d=D. Wobec tego am4n < D(am~+ay,) iz uwagi na dowolno$é wskaznikéw
m i n stwierdzamy, ze D € S.

Zatem zbidér S jest przedzialem domknietym (D;00).

Poniewaz D € S, wigc dla dowolnych j,k,=1,2,3,... mozemy napisac

aj ke < D(aj+apse) < D(aj+D(ax+ap)) = Daj+ D*ay + D*ay.
Dokonujac cyklicznych przestawien symboli j, k, £ otrzymujemy dwie analo-
giczne nieréwnoéci. Sumujac je wraz z powyzsza uzyskujemy
@jphte < (2D*+ D) (a;j+akr+ap).
Przyjmijmy teraz j =m?, k=2mn, {=n?; otrzymujemy wéwczas
Amtn)2 < (2D + 1D)(am2 + aomn +an2).
Z warunkéw zadania wynika, ze lewa strona powyzszej nieréwnosci wynosi

afn 1 n, Natomiast drugi nawias po prawej stronie mozna zapisaC w postaci

2 2 2
A Gy + A2 Oy + Ay = a2, + 200y, + a3, = (am + ay)*. Zatem

Amin S \/ %DQ‘{‘ %D (am“‘an)
dla m,n=1,2,3,..., skad dostajemy relacje ./%D2 + %D € .S. Na mocy okre-

Slenia liczby D oznacza to, ze 1/%D2+%D > D, codaje D>D?iD<I.
UdowodnilisSmy tym samym, ze

(1) Gmin < Um + G, dla m,n=1,2,3,....

Nieréwnosé (1) wskazuje w szczegdlnodei, ze a1 <am+1 dlam=1,2,3,...,
skad stosujac indukcje dostajemy a,, < m dla kazdego m.

Na koniec rozpatrzmy dowolna liczbe catkowita dodatnia n i niech k&
bedzie taka liczba calkowity, ze 2% >n. Z zaleznosci as =2 i agy, = aga,, dla
wszystkich ¢,m =1,2,3,... wynika, ze asx = 2*. W rezultacie na mocy (1)
otrzymujemy zalezno$é

2F = agn = Qg (2k—n) S Ap + Ak _p < n+(2F —n)=2%.

Zatem w powyzszych nieréwnoéciach musza w istocie mie¢ miejsce rownodci,
a to dowodzi, ze a,, =n, co konczy rozwigzanie zadania.

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢é w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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