LXII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I seria (1 wrzeénia 2010 r. — 4 pazdziernika 2010 r.)

1. Wyznaczy¢ wszystkie takie pary (a,b) liczb wymiernych dodat-

nich, ze
Va+vVbh=1\/4+VT.

2. Dane s3 liczby catkowite dodatnie m, n oraz d. Udowodnié¢, ze
jezeli liczby m?n+1 i mn?+1 sa podzielne przez d, to réwniez liczby
m3+41in3+1 sa podzielne przez d.

3. W czworokacie wypuklym ABCD punkty M i N sa odpowied-
nio $rodkami bokéw AB i C'D, za$ przekatne przecinaja sie¢ w punk-
cie E. Wykazad, ze prosta zawierajaca dwusieczna kata BEC' jest pro-
stopadla do prostej M N wtedy i tylko wtedy, gdy AC = BD.

4. Dana jest liczba naturalna k. Dowies¢, ze z kazdego zbioru
liczb catkowitych, majacego wiecej niz 3% elementéw, mozna wybraé
(k+1)-elementowy podzbidér S o nastepujacej wlasnosci:

Dla dowolnych dwoch réznych podzbioréw A, B C S suma wszyst-
kich elementéow zbioru A jest rézna od sumy wszystkich elementéw
zbioru B. (Przyjmujemy, ze suma elementéw zbioru pustego wynosi 0.)

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

4 pazdziernika 2010 r.
(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LXII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

IT seria (5 pazdziernika 2010 r. — 4 listopada 2010 r.)

5. Krawedzie dwunasto$cianu foremnego chcemy ponumerowac
liczbami 1, 2, ..., 30, uzywajac kazdej z nich dokladnie raz. Rozstrzy-
gnac, czy mozna to uczyni¢ tak, aby suma numeréw krawedzi wycho-
dzacych z dowolnego wierzchotka byta:

a) parzysta;
b) podzielna przez 4.

6. Dodatnie liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunek
v+t > a3+ 8
Udowodni¢, ze
a? b3 c3

+ + > V3.
VR +cE VA EaRrat Vi + a2+ bt

7. Znalez¢ wszystkie takie pary (a,b) réznych liczb calkowitych
dodatnich, ze liczba b? +ab+4 jest podzielna przez liczbe a? +ab+4.

8. Punkt M jest srodkiem boku BC' trojkata ostrokatnego ABC.
Punkt K lezy na boku BC i spelnia warunek {BAM =YK AC. Na
odcinku AK wybrano taki punkt E, ze {BEK = YBAC. Dowie$é, ze

IKEC=<4BAC.

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpézniej dnia

4 listopada 2010 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



LXII Olimpiada Matematyczna

Zadania konkursowe
zawodow stopnia pierwszego

I1T seria (5 listopada 2010 r. — 6 grudnia 2010 r.)

9. Wykazaé, ze dowolny czworokat wypukly mozna rozcia¢ na
7 deltoidow.

10. Dane sg rézne nieparzyste liczby pierwsze p i q. Dowiesé, ze
liczba 2P9 —1 ma co najmniej 3 rézne dzielniki pierwsze.

11. W czworosScianie rozwazamy dwusieczne trzech katéw ptla-
skich majacych wspdlny wierzchotek. Wykazaé, ze jezeli pewne dwie
z tych dwusiecznych sg prostopadte, to wszystkie one sa wzajemnie
prostopadte.

12. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f okreslone na zbiorze
wszystkich dodatnich liczb rzeczywistych i przyjmujace wartosci rze-
czywiste, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x, y spel-
niona jest rownosé

f< /:v2+x3y+y2 ) _ f(x);f(y).

Rozwigzania powyzszych zadan (kazde na osobnym arkuszu, pisane jed-
nostronnie) nalezy wystaé listem poleconym na adres komitetu okregowego
Olimpiady wilasciwego terytorialnie dla szkoly, najpozniej dnia

6 grudnia 2010 r.

(decyduje data stempla pocztowego). Rozwigzania przestane w terminie péz-
niejszym nie bedq rozpatrywane.



Adresy Komitetéw Okregowych Olimpiady Matematycznej
e Dla wojewddztwa pomorskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Gdanskiego, ul. Wita Stwosza 57, 80-952 Gdansk

e Dla wojewodztwa $laskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Sl@skiego, ul. Bankowa 14, 40-007 Katowice.

e Dla wojewddztwa maltopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyki Uni-
wersytetu Jagiellonskiego, ul. L.ojasiewicza 6, 30-348 Krakdw.

e Dla wojewodztwa lubelskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Zaktad Rachunku Praw-
dopodobienstwa pok. 810, Instytut Matematyki UMCS, pl. Marii Sktodow-
skiej-Curie 1, 20-031 Lublin.

e Dla wojewodztwa tddzkiego i Swietokrzyskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydziat Matematyki Uni-
wersytetu Lodzkiego, ul. Banacha 22, 90-238 Lédz.

e Dla wojewodztwa wielkopolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki i In-
formatyki UAM, ul. Umultowska 87, 61-614 Poznan

e Dla wojewddztwa podkarpackiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Katedra Matematyki, Po-
litechnika Rzeszowska, al. Powstancéw Warszawy 8, 35-959 Rzeszéw

o Dla wojewddztwa lubuskiego i zachodniopomorskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Uniwersytet Szczecinski,
Instytut Matematyki, ul. Wielkopolska 15, 70-451 Szczecin.

e Dla wojewodztwa kujawsko-pomorskiego i warminsko-mazurskiego:
Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Wydzial Matematyki
i Informatyki UMK, ul. Chopina 12/18, 87-100 Torun.

e Dla wojewddztwa mazowieckiego i podlaskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
PAN, ul. Sniadeckich 8, 00-956 Warszawa

e Dla wojewodztwa dolnoslaskiego i opolskiego:

Komitet Okregowy Olimpiady Matematycznej — Instytut Matematyczny
Uniwersytetu Wroctawskiego, pl. Grunwaldzki 2/4, 50-384 Wroctaw

Zadania z poprzednich Olimpiad Matematycznych oraz biezace informacje
mozna znalez¢ w Internecie pod adresem: www.om.edu.pl
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